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前言与系列介绍

0.1 系列介绍

许多关于控制工程的教科书已经出版，描述了控制系统的新技术，或以新的、更好

的方式从数学上阐述现有方法，以解决实际工程师面临的日益复杂的问题。然而，这些

书籍很少涉及控制工程的应用方面。这个新系列的目的就是纠正这种情况。

该系列将强调应用问题，而不仅仅是控制工程的数学。它将提供既介绍新技术又介

绍成熟技术的教材，同时提供这些方法应用于解决现实世界问题的详细示例。作者将来

自学术界和相关应用领域。

在电气、机械（包括航空航天）和化学工程等成熟领域，已经有许多控制技术应用

的精彩示例。我们只需环顾当今高度自动化的社会，就能看到制造业中先进机器人技术

的应用；空中和地面运输系统中自动控制和导航系统的使用；家用消费品中智能控制系

统日益增多的使用；以及对家庭消费者和工业的可靠供水、供气和供电。然而，目前有

许多具有挑战性的问题，如果能更广泛地应用控制方法学和控制系统化的应用基础，将

会受益匪浅。

本系列推出的书籍将借鉴学术界和应用领域的专业知识，不仅可作为学术界推荐的

课程教材，也可作为应用领域从业者的手册。《非线性控制系统》是 Dekker 控制工程系
列中的另一部杰出作品。

0.2 前言

” 机器人” 一词由捷克剧作家卡雷尔·恰佩克（Karel Capek）在他 1920 年的戏剧
《罗素姆的万能机器人》（Rossum’s Universal Robots）中首次引入。捷克语中的”robota”
一词简单地意味着”工作”。尽管有如此实用的起源，科幻小说作家和早期好莱坞电影却
给了我们一种关于机器人的浪漫概念。这些机器的人形特性似乎给机器人的概念引入了

某种人类寻找自身身份的元素。

” 自动化” 一词于 20 世纪 40 年代在福特汽车公司引入，是” 自动动机” 的缩写。”
自动化” 这一单一术语将两个概念结合在一起：为机械执行任务而设计的专用机器人机
器的概念，以及指挥它们的自动控制系统的概念。
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自动控制系统的历史有着深厚的根源。希腊人和阿拉伯人的大多数反馈控制器用于

调节水钟以准确报时；这些在 14 世纪瑞士发明机械钟后被淘汰。自动控制系统直到三
百年后的工业革命时期，随着需要先进控制器的复杂机器的出现，才真正兴起；我们特

别想到的是风力磨坊和蒸汽机。另一方面，尽管由其他人（如 T.Newcomen 于 1712 年）
发明，但蒸汽机的荣誉通常归于詹姆斯·瓦特，他在 1769 年制造了他的发动机，将机
械创新与允许自动调节的控制系统结合在一起。也就是说，现代复杂机器除非配备合适

的控制系统，否则是没有用的。

瓦特于 1788 年设计的离心飞球调速器提供了恒速控制器，使蒸汽机能够在工业中
高效使用。飞球调速器的运动即使对未经训练的眼睛也是清晰可见的，其原理对许多人

来说似乎具有异国情调，体现了新时代的精神。因此，调速器很快在欧洲各地引起了轰

动。

主从遥操作机制于 20 世纪 40 年代中期在橡树岭和阿贡国家实验室用于放射性物
质的远程处理。第一台商用机器人于 20 世纪 50 年代末由 Unimation 公司推出（几乎
与 1957 年的斯普特尼克同时——因此太空时代和机器人时代同时开始）。像飞球调速器
一样，机器人操作器的运动对未经训练的眼睛也是显而易见的，因此机器人设备的潜力

可以激发想象力。然而，20 世纪 60 年代对工业和非结构化环境中自主机器人自动化的
高期望通常未能实现。这是因为今天的机器人学与 1712 年纽科门工作后不久蒸汽机所
处的阶段相同。

机器人学是一个跨学科领域，涉及物理学、机械设计、静力学和动力学、电子学、

控制理论、传感器、视觉、信号处理、计算机编程、人工智能（AI）和制造等多种学科。
各种专家研究机器人学的各种有限方面，但很少有工程师能够同时面对所有这些领域。

这进一步增加了机器人学的浪漫化性质，例如，对于控制理论家来说，他对 AI 有着堂
吉诃德式的幻想。

我们可以将机器人学分为五个主要领域：运动控制、传感器和视觉、规划和协调、

人工智能和决策，以及人机接口。没有良好的控制系统，机器人设备是无用的。机器人

手臂及其控制系统可以被封装为通用数据抽象；也就是说，机器人加控制器被视为与外

部世界交互的单一实体或” 代理”。

机器人代理的能力由运动和力施加能力的机械精度、手臂的自由度数量、抓手的可

操控程度、传感器以及控制器的复杂性和可靠性决定。机器人手臂的输入仅仅是电机电

流和电压，或液压或气动压力；然而，机器人加控制器代理的输入可以是期望的运动轨

迹，或期望的施加力。因此，控制系统将机器人在抽象层次上提升了一个层次。

本书旨在提供对串联连杆机器人手臂控制系统的深入研究。它是我们 1993 年书籍
的修订和扩展版本。增加了关于商用机器人操作器和设备、神经网络智能控制以及在真

实机器人系统上实现先进控制器的新章节。第 1章通过描述现有的机器人及其局限性和
能力、传感器和控制器，将本书置于现有商业机器人系统的背景中。

我们希望本书既适合控制工程师也适合机器人学家。因此，附录 A 提供了机器人
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运动学和雅可比矩阵的背景知识，第 2 章提供了控制理论和数学概念的背景知识。本书
的初衷是作为研究生第二门机器人课程的教材，但鉴于背景材料，在 UTA 它被用作电
气工程研究生的第一年课程。该课程也被列为本科课程的一部分，本科生很快就掌握了

这些内容。

第 3 章介绍了作为控制设计基础所需的机器人动力学方程。附录 C 和全书示例中
给出了一些常见手臂的动力学。第 4 章涵盖了计算力矩控制这一重要主题，它提供了重
要的见解，同时也在统一框架中汇集了几种经典和现代机器人控制方案。

鲁棒控制和自适应控制分别在第 5章和第 6章中以并行方式介绍，以突出这两种在
不确定性和干扰面前的控制方法的相似之处和不同之处。第 7 章讨论了一些先进技术，
包括学习控制和具有柔性关节耦合的手臂。

基于生物系统的现代智能控制技术已经解决了复杂系统控制中的许多问题，包括未

知的非参数化动力学和未知干扰、间隙、摩擦和死区。因此，我们在第 8 章增加了一章
关于神经网络控制系统的内容。机器人只有在其与外部环境接触时才有用，因此第 9 章
讨论了力控制问题。

成功控制器设计验证的关键是计算机仿真。因此，我们在全书中举例说明了受控非

线性系统的计算机仿真过程。附录 B 提供了仿真软件。MATLAB 等商业软件包使机器
人控制系统的仿真变得非常容易。

设计了机器人控制系统后，有必要实现它；鉴于今天的微处理器和数字信号处理器，

从计算机仿真到实现只是一小步，因为仿真所需的控制器子程序（包含在本书中）与实

际手臂实现所需的微处理器中的子程序几乎相同。事实上，第 10 章展示了在真实机器
人系统上实现本书开发的先进控制器的技术。

所有基本信息和控制设计算法都以表格形式显示在书中。这连同书前的示例列表和

表格列表，为学生、学者或实际工程师提供了方便的参考。

我们感谢 Milagro Design 的 Wei Cheng 负责本书的 LaTeX 排版和图表制作，以及
将第一版的内容扫描成电子格式。
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Chapter 1

商用机器人操作器

1.1 引言

本章通过概述商用机器人操作器、传感器和控制器，为本书奠定基础。我们要强调

的是，如果一个人希望获得高性能的柔性机器人工作单元，那么就有必要为机器人操作

器设计如本书所述的先进控制系统。

在研究机器人控制、规划、传感器和人机接口的高级技术时，了解现有商用系统是

很重要的。这允许人们在现有技术的背景下开发新技术，从而能够在现有机器人系统上

实现这些新技术。

全国制造商协会的一份报告 [NAM 1998] 指出，20 世纪 90 年代美国商业制造业成
功的两个最重要驱动因素是可重构制造工作单元和工厂中的局域网。在本章中，我们将

讨论柔性机器人工作单元、商用机器人构型、商用机器人控制器、到互联网的信息集成

以及机器人工作单元传感器。有关这些主题的更多信息可以在《机械工程手册》[Lewis
1998] 和《计算机科学工程手册》[Lewis and Fitzgerald 1997] 中找到。

1.1.1 柔性机器人工作单元

在工厂自动化和其他领域，曾经普遍使用围绕传送带或其他运输系统建造的固定布

局，其中每个机器人执行特定任务。这些装配线具有不同的工作站，每个工作站执行专

用功能。机器人已被用于工作站级别执行装配、钻孔、表面处理、焊接、码垛等操作。在

装配线中，零件由运输系统顺序地路由到工作站。此类系统安装成本非常高，需要一组

工程专家来设计和编程，并且随着需求的变化极难修改或重新编程。在今天的高混合低

批量（HMLV）制造场景中，这些特性宣告了这种刚性过时设计的死亡。
在装配线中，机器人被限制在放入刚性顺序系统中。机器人是具有多种功能的通用

机器，通过将它们用作柔性机器人工作单元的基础，其潜力可以显著增加，如图 1.1.1
所示的 UTA 自动化与机器人测试单元。在柔性机器人工作单元中，机器人用于零件搬
运、装配和其他加工操作。通过重新编程机器人，可以改变工作单元的整个功能。工作
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2 第一章 商用机器人操作器

单元设计旨在充分利用机器人的工作空间，并且铣床、钻床、振动零件送料机等组件被

放置在机器人的工作空间内，以便由机器人提供服务。与装配线相反，物理布局并不预

先确定固定的操作或作业顺序。因此，随着产品需求的变化，只需要在软件中重新编程

工作单元即可。工作单元非常适合制造业和其他领域中新兴的 HMLV 条件。
机器人工作单元的日益普及已经将重点从硬件设计转移开，并将新的重点放在包括

规划、协调和控制（PC&C）功能的创新软件技术和架构上。需要对机器人控制器进行
大量研究，以使机器人具备现代柔性工作单元所需的灵活性、精度和功能。本书的其余

部分详细介绍了此类先进控制技术。

1.2 商用机器人构型与类型

本节中的大部分信息由 Mick Fitzgerald 准备，他当时是 UTA 自动化与机器人研究
所（ARRI）的经理。

机器人是高度可靠、可信和技术先进的工厂设备。世界上大多数机器人由使用可靠

的现成组件技术的成熟公司提供。所有商用工业机器人都有两个物理上分离的基本元素

——操作器手臂和控制器。大多数商用机器人的基本架构基本相同，由串行连杆运动机

器上的数字伺服控制电动电机驱动组成，通常不超过六个轴（自由度）。所有机器人都

配有专有控制器。几乎所有的机器人应用都需要工程师和技术人员进行大量的设计和实

施工作。使每个机器人独特的是如何将组件组合在一起以实现性能，从而产生具有竞争

力的产品。工业机器人应用中最重要的考虑集中在两个问题上：操作和集成。

1.2.1 操作器性能

运动学结构、轴驱动机构设计和实时运动控制的综合效果决定了主要操作性能特

征：可达性和灵巧性、负载能力、快速性和精度。在根据制造商公布的性能规格做出决

策和进行比较时必须谨慎，因为测量和报告这些规格的方法在行业内并不统一。通常使

用运动测试、仿真或其他分析技术来验证每个应用的性能。

可达性通过测量机器人运动所描述的工作空间范围来表征，而灵巧性通过各个关节
的角位移来表征。一些机器人在其可达性边界内会有无法使用的空间，如死区、奇异姿

态和腕部缠绕姿态。

负载重量由所有工业机器人的制造商指定。一些制造商还指定了旋转腕轴的惯性负
载。通常给出的负载是在极端速度和可达条件下。所有工具、工件、电缆和软管的重量

和惯性都必须作为负载的一部分包括在内。

快速性在确定吞吐量方面至关重要，但很难从公布的机器人规格中确定。大多数制
造商会指定单个关节或特定运动学工具点的最大速度。然而，工作周期中的平均速度是

感兴趣的快速性特征。



第一章 商用机器人操作器 3

精度通常通过测量重复性来表征。几乎所有机器人都指定了静态位置重复性。很少
指定准确度，但它可能比重复性大四倍。动态精度，或在连续路径上跟踪位置、速度和

加速度的重复性和准确度，通常不被指定。

1.2.2 常见运动学构型

所有常见的商用工业机器人都是串行连杆操作器，通常不超过六个运动学耦合轴。

按照惯例，运动轴按从基座到腕部的顺序编号。前三个轴负责机器人的空间定位运动；

它们的构型决定了机器人可以定位的空间形状。运动链中的任何后续轴通常提供旋转运

动以定向机器人手臂的末端，被称为腕部轴。在机器人腕部中，三个轴通常相交，以三

维定向的形式产生真正的独立定位。附录 A 提供了球形机器人腕部机构的运动学分析。
请注意，在我们的三维空间中，完全独立的空间定位需要三个自由度，完全独立的定向

定位也需要三个自由度。

机器人轴可以在其驱动连杆中产生两种主要类型的运动——旋转或移动。旋转关节

是拟人化的（例如像人类关节），而移动关节能够像汽车收音机天线一样伸缩。通常根

据其前三个轴的方向和类型对机器人进行分类是非常有用的。有四种非常常见的商用机

器人构型：关节型、I 型 SCARA、II 型 SCARA 和笛卡尔型。另外两种构型，圆柱
型和球形，现在已不那么常见。

附录 C 包含了一些常见机器人操作器的动力学，用于本书的控制仿真。
关节型手臂。商用关节型手臂的种类繁多，大多数有六个轴（图 1.2.1）。所有这些

机器人的轴都是旋转的。第二和第三轴共面并协同工作以在垂直平面内产生运动。基座

中的第一轴是垂直的并旋转手臂以扫出大的工作体积。已经设计了各种类型的驱动机

构，以允许腕部和前臂驱动电机和齿轮箱安装在靠近第一和第二旋转轴的位置，从而最

小化手臂的延伸质量。当需要五个或更多自由度时，设计良好的关节型手臂的工作空间

效率（即相对于手臂大小的快速灵巧可达程度）是其他手臂构型无法比拟的。关节型手

臂性能的一个主要限制因素是第二轴必须工作以提升随后的手臂结构和负载。从历史上

看，关节型手臂未能达到与其他手臂构型一样高的精度，因为所有轴都有关节角度位置

误差，这些误差乘以连杆半径并在整个手臂上累积。

I 型 SCARA。I 型 SCARA（选择性柔顺装配机器人手臂）手臂使用两个平行旋
转关节在水平平面内产生运动。手臂结构承载重量，但第一和第二轴不做提升。I 型
SCARA 的第三轴通过添加垂直或 z 轴提供工作体积。第四旋转轴将添加绕 z 轴的旋转
以控制水平平面内的方向。这种类型的机器人很少发现超过四个轴。I 型 SCARA 广泛
用于电子元件和设备的装配，并广泛用于小型和中型机械装配的装配。

II 型 SCARA。II 型 SCARA 也是一种四轴构型，与 I 型的不同之处在于第一轴
是一个长的垂直移动 z 行程，提升两个平行旋转轴及其连杆。对于在更长距离（超过约
三英尺）上快速移动更重负载（超过约 75 磅），II 型 SCARA 构型比 I 型更有效。

注：读者可以通过交互式可视化工具对比 I 型和 II 型 SCARA 机器人的运

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/SCARA/SCARA_Type_I_vs_II_Comparison.html
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动学差异。

笛卡尔坐标机器人。笛卡尔坐标机器人使用正交移动轴，通常称为 x、y 和 z，通过
其矩形工作空间平移其末端执行器或负载。可以添加一个、两个或三个旋转腕轴用于定

向。商业机器人公司提供几种类型的笛卡尔坐标机器人，工作空间大小从几立方英寸到

数万立方英尺，负载能力可达数百磅。门式机器人具有高架桥结构，是最常见的笛卡尔

型，非常适合需要在大面积和/或大负载上提供服务的物料搬运应用。它们在弧焊、水
射流切割和大型复杂精密零件的检查等应用中特别有用。

模块化笛卡尔机器人也可从几家商业来源获得。每个模块是一个自包含的完全功能

的单轴执行器；这些模块可以定制组装用于特殊用途应用。

球型和圆柱坐标机器人。球型坐标机器人的前两个轴是旋转的且相互正交，第三轴
提供移动径向延伸。结果是具有球型工作体积的自然球坐标系统。圆柱坐标机器人的第

一轴是旋转基座旋转。第二和第三是移动的，产生自然的圆柱运动。球型和圆柱型机器

人的商业型号最初非常常见，在机器看护和物料搬运应用中很受欢迎。数百台仍在使用，

但现在只有少数商用型号。这两种构型使用下降的原因归因于使用移动连杆进行径向延

伸/缩回运动的问题；实心臂需要间隙才能完全缩回。
并联连杆操作器。对于某些特殊用途应用，并联连杆机器人比串联连杆机器人更适

合。这些机器人通常有三个或六个并联连杆，每个连杆连接到一个固定基座和一个移动

工作平台。如图 1.2.7 所示。通过适当的设计，六连杆并联连杆操作器可以使工作平台
具有六自由度运动。军用 Link训练器是一种大型并联连杆机器人，移动飞行员座椅。这
些机器人比串联连杆机器人具有更大的刚度和精度，在串联连杆机器人中，每个连杆的

定位误差随着从基座向外移动而累积。因此，轻质并联连杆机器人能够精确地移动大负

载。这些机器人已被用于加工和表面精加工精密工业和航空航天部件，如舱壁和飞行器

外壳。

并联连杆机器人是一个闭链运动学系统，因此相对难以分析 [Liu and Lewis 1993]。
这些机器人的控制系统设计问题更加困难。

注：读者可以通过交互式可视化工具探索六自由度并联连杆操作器（Stewart
平台）的运动特性。

1.2.3 商用机器人的驱动类型

绝大多数商用工业机器人使用带减速传动的电动伺服电机驱动。交流和直流电机都

很流行。现在有一些用于喷漆应用的伺服液压关节型手臂机器人。很少发现带伺服气动

驱动轴的机器人。使用所有类型的机械传动，但趋势是向低间隙和零间隙型驱动发展。

一些机器人使用直接驱动方法来消除与其他驱动相关的惯性和机械间隙放大。关节角度

位置传感器是实时伺服级控制所需的，通常被认为是传动系统的重要部分。较少提供速

度反馈传感器。

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Parallel_Link/Parallel_Link_Manipulator.html
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注：读者可以通过交互式可视化工具对比传统齿轮传动与直接驱动方式的差
异，观察间隙对控制精度的影响。

1.3 商用机器人控制器

商用机器人控制器是专门的多处理器计算系统，提供四个基本过程，允许将机器人

集成到自动化系统中：运动轨迹生成和跟踪、运动/过程集成和排序、人机集成以及信
息集成。

1.3.1 运动轨迹生成和跟踪

工业机器人运动生成有两个重要的与控制器相关的方面。一个是可编程的操作程

度，另一个是执行受控编程运动的能力。每个机器人系统的独特方面其实时伺服级运动

控制。实时控制的细节通常不会向用户透露，出于安全和专有信息保密的原因。每个机

器人控制器通过其操作系统程序，将来自更高级协调器的数字数据通过精确计算和高速

分配和通信转换为协调的手臂运动，各个轴运动命令由各个关节伺服控制器执行。大多

数商用机器人控制器以 16 毫秒的采样周期运行。实时运动控制器 invariably 使用经典
独立关节比例-积分-微分（PID）控制或 PID 的简单改进。这使得商用控制器适用于点
对点运动，但大多数不适用于跟踪连续位置/速度轨迹或施加规定的力，即使有大量的
编程工作。

注：读者可以通过交互式可视化工具调节 PID 参数（Kp、Ki、Kd），实时观
察对关节控制性能的影响。

最近，出现了更先进的控制器。Adept Windows 系列的自动化控制器集成了机器人
学、运动控制、机器视觉、力传感和制造逻辑在一个与Windows 98 & Windows NT/2000
兼容的单一控制平台上。Adept 运动控制器可以配置为控制其他机器人和定制机构，并
且是各种 OEM 系统的标准配置。

1.3.2 运动/过程集成和排序

运动/过程集成涉及将操作器运动与过程传感器或其他过程控制器设备协调。最基
本的过程集成是通过离散数字输入/输出（I/O）。例如，机器人控制器外部的机器控制
器可能会发送一位信号，表示它已准备好被机器人装载。机器人控制器必须能够读取数

字信号并使用该信号执行逻辑操作（if then、wait until、do until 等）。也就是说，一些
机器人控制器内置了一些可编程逻辑控制器（PLC）功能。与传感器（例如视觉）的协
调也通常提供。

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Gear_Drive_Comparison.html
https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/PID_Tuning_Demo.html
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1.3.3 人机集成

控制器的人机接口对于机器人系统的快速设置和编程至关重要。大多数机器人控制

器有两种类型的人机接口可用：计算机式 CRT/键盘终端用于离线和编辑程序代码，以
及示教器，这是便携式手动输入终端，用于通过触摸键或操纵杆以遥操作方式命令运动。

示教器通常是定位机器人最有效的方式，控制器中的存储器可以在回放模式下播放示教

位置以执行运动轨迹。通过实践，人类操作员可以快速示教一系列在回放模式下链接在

一起的点。目前，大多数机器人应用依赖于编程阶段人类专业知识的集成，以成功规划

和协调机器人运动。这些接口机制在无阻碍的工作空间中有效，在编程和执行之间没有

变化。它们不允许在执行期间人机接口或适应变化的环境。

更 recent的高级机器人接口技术基于行为编程，其中各种特定行为以低级别编程到
机器人控制器中（例如拾取零件、插入机器卡盘）。然后由更高级别的机器主管根据人

类操作员的规定对这些行为进行排序并指定其特定运动参数。这种方法在 [Mireles and
Lewis 2001] 中使用。

1.3.4 信息集成

随着向增加灵活性和敏捷性的趋势影响机器人学，信息集成变得越来越重要。许多

商用机器人控制器现在通过通信端口（例如 RS-232）采用集成 PC 接口支持信息集成
功能，或者通过直接连接到机器人控制器数据总线。最近的集成努力使得可以将机器人

工作单元连接到互联网，以允许远程站点监控和控制。有许多技术可以实现这一点，其

中最方便的是 LabVIEW 6.1，它不需要用 Java 编程。

1.4 传感器

本节中的大部分信息由 Kok-Meng Lee 准备 [Lewis 1998]。传感器和执行器 [Tzou
and Fukuda 1992] 作为换能器发挥作用，高级工作单元规划、协调和控制系统通过它与
组成工作单元的硬件组件接口。传感器是一个至关重要的元素，因为它们将物理设备的

状态转换为适合输入到工作单元 PC&C 控制系统的信号；不合适的传感器可能引入错
误，无论 PC&C 系统多么复杂或昂贵，都无法使正确操作成为可能，而传感器的创新
选择可以使控制和协调问题变得更加容易。

传感器有许多不同类型和许多不同的用途。考虑到与生物系统的类比，本体感受器
是设备内部的传感器，产生关于该设备内部状态的信息（例如机器人手臂关节角度传感

器）。外感受器产生关于设备外部其他硬件的信息。传感器产生模拟或数字输出；数字
传感器通常提供关于机器或资源状态的信息（夹持器打开或关闭、机器已装载、作业完

成）。传感器产生 PC&C 层次结构所有级别所需的输出，包括用于：

• 伺服级反馈控制（通常是模拟本体感受器）



第一章 商用机器人操作器 7

• 过程监控和协调（通常是数字外感受器或零件检查传感器如视觉）

• 故障和安全监控（通常是数字——例如接触传感器、气动压力损失传感器）

• 质量控制检查（通常是视觉或扫描激光）。

传感器输出数据通常必须进行处理，以将其转换为对 PC&C目的有意义的形式。传
感器加所需的信号处理显示为虚拟传感器。它作为数据抽象发挥作用——一组数据加上

对该数据的操作（例如相机、加帧采集卡、加信号处理算法如图像增强、边缘检测、分

割等）。一些传感器，包括伺服级反馈控制所需的本体感受器，是其主机设备的组成部

分，因此传感器数据的处理和数据的使用发生在该设备内；然后，传感器数据在伺服控

制级别或机器协调级别合并。其他传感器，通常是视觉系统，在复杂性上与机器人操作

器相当，并由作业协调器协调，作业协调器将其视为有价值的共享资源，其使用由某种

优先级分配（例如分派）方案分配给需要它们的作业。所谓的主动感知提出了一个有趣

的协调问题，例如，机器人可能持有一个扫描相机，相机有效地接管运动协调问题，指

挥机器人向何处移动以在后续图像中实现熵的最大减少（信息增加）。

1.4.1 传感器类型

本节从操作角度概述传感器。有关功能和物理原理的更多信息可以在 [Fraden 1993]、
[Fu et al. 1987]、[Snyder 1985] 中找到。

触觉传感器。触觉传感器依靠与外部物体的物理接触。数字传感器如限位开关、微
动开关和真空设备提供关于是否发生接触的二进制信息。有传感器可以检测滑移的开

始。模拟传感器如弹簧加载杆提供更多信息。基于橡胶状碳或硅基弹性体并嵌入电气或

机械组件的触觉传感器可以提供关于零件几何形状、位置等的非常详细的信息。弹性体

可以包含电阻或电容元件，其电气特性随着弹性体压缩而变化。基于 LSI 技术的设计可
以生产触觉网格垫，例如在单个垫上有 64×64 的” 力点”。此类传感器产生具有类似相
机数字图像属性的”触觉图像”，需要类似的数据处理。额外的触觉传感器属于随后讨论
的” 力传感器” 分类。
接近和距离传感器。非接触接近传感器包括基于霍尔效应的设备或基于电磁效应的

感应设备，可以检测约 5 毫米范围内的铁磁材料。此类传感器通常是数字的，产生关于
物体是否在附近的二进制信息。基于电容的传感器检测约 5毫米范围内的任何附近固体
或液体。光学和超声传感器具有更长的范围。

距离传感器包括飞行时间测距设备如声纳和激光。商用 Polaroid 声纳提供约 1 英
寸的精度，可达 5 英尺，角扇区精度约 15 度。对于移动机器人导航应用中的 360 度覆
盖，可以使用扫描声纳和环形安装的多声纳。声纳通常有噪声，有虚假读数，需要低通

滤波和其他旨在降低虚警率的数据处理。更昂贵的激光测距仪在距离上极其精确，具有

很高的角分辨率。
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位置、速度和加速度传感器。线性位置测量设备包括线性电位计和刚刚讨论的声纳
和激光测距仪。线性速度传感器可以是基于激光或声纳的多普勒效应设备。

关节角度位置和速度本体感受器是机器人手臂伺服控制驱动轴的重要组成部分。角

度位置传感器包括使用直流电压的电位计和使用交流电压的旋转变压器，精度为 15 分
钟。光学编码器可以使用数字技术提供极高的精度。增量光学编码器使用三个光学传感

器和单个交替不透明/透明区域环，如图 1.4.1(a) 所示，以提供相对于参考点的角位置
信息和角速度信息；商用设备每转可能有 1200 个槽。更昂贵的绝对光学编码器，如图
1.4.1(b) 所示，有 n 个同心环的交替不透明/透明区域，需要 n 个光学传感器。如果采

用格雷码，它们提供更高的精度并最小化与数据读取和传输相关的误差，其中连续扇区

之间只有一位变化。精度为 360◦/2n，商用设备具有 n ≈ 12。

注：读者可以通过交互式可视化工具观察增量式与绝对式光学编码器的工作
原理，理解格雷码的防误读机制。

陀螺仪如果补偿与漂移相关的重复性问题，具有良好的精度。定向陀螺的精度约为

1.5 度。垂直陀螺的精度为 0.5 度，可用于测量多轴运动（例如俯仰和横滚）。速率陀螺
直接测量速度，阈值约为 0.05 度/秒。

注：读者可以通过交互式可视化工具对比三种陀螺仪（定向/垂直/速率）的
精度差异和漂移特性。

有各种基于应变计（下一段）、陀螺仪或晶体特性的加速度计可用。商用设备可用

于测量沿三个轴的加速度。一种流行的新技术涉及微机电系统（MEMS），它要么是表
面要么是体微加工设备。MEMS 加速度计非常小、便宜、鲁棒且精确。MEMS 传感器
特别已用于汽车行业 [Eddy 1998]。

力和扭矩传感器。有各种扭矩传感器可用，尽管通常不需要；例如，机器人手臂关
节的内部扭矩可以从电机电枢电流计算。钻削工具上的扭矩传感器可以指示工具何时变

钝。

线性力可以使用负载传感器或应变计测量。应变计是一种弹性传感器，其电阻是施

加应变或变形的函数。压电效应，即在施加力时产生电压，也可用于力传感。其他力传

感技术基于真空二极管、石英晶体（其共振频率随施加力变化）等。

机器人手臂力-扭矩腕部传感器在灵巧操作任务中非常有用。商用设备可以沿三个
垂直轴测量力和扭矩，提供关于与腕部接触的笛卡尔力矢量 F 的完整信息。标准变换

允许计算其他坐标中的力和扭矩。六轴力-扭矩传感器相当昂贵。
光电传感器。有各种光电传感器可用，有些基于光纤原理。这些响应速度约为 50

微秒，范围可达约 45 毫米，可用于检测零件和标签、扫描光学条形码、确认分拣任务
中的零件通过等。

其他传感器。有各种传感器可用于测量压力、温度、流体流量等。这些在焊接等某
些过程的闭环伺服控制应用中以及作业协调和/或安全中断程序中非常有用。

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Optical_Encoder_Demo.html
https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Gyroscope_Demo.html
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1.4.2 传感器数据处理

在任何传感器用于机器人工作单元之前，必须对其进行校准。根据传感器的不同，

这可能涉及大量的实验、计算和安装后的调整工作。制造商通常提供校准程序，尽管在

某些情况下，包括视觉，此类程序可能不明显，需要参考已发表的科学文献。系统修改

后可能需要耗时的重新校准。

特别是对于更复杂的传感器如光学编码器，需要大量的传感器信号调理和处理。这

可能包括信号放大、噪声抑制、数据从模拟到数字或从数字到模拟的转换等。制造商通

常为这些目的提供硬件，应被视为机器人工作单元设计的传感器包的一部分。传感器及

其信号处理硬件和软件算法可被视为数据抽象，被称为” 虚拟传感器”。
如果需要解决信号处理问题，使用有限状态机（FSM）设计通常非常有用。来自增量

光学编码器的典型信号如图 1.4.2(a)所示；用于将其解码为角位置的 FSM如图 1.4.2(b)
所示。FSM非常容易直接转换为逻辑门形式的硬件。用于声纳排序的 FSM如图 1.4.3(a)
所示；从该 FSM 派生的声纳驱动硬件如图 1.4.3(b) 所示。

一个特定问题是从角位置测量获得角速度。很多时候，位置测量只是简单地差分，

使用小采样周期来计算速度。如果信号中有任何噪声，这肯定会导致问题。几乎总是需

要使用低通滤波导数，其中速度样本 vk 从位置测量样本 pk 使用以下公式计算：

vk =
pk − pk−1

T
+ α(vk−1 − vk)

其中 T 是采样周期，α 是小滤波系数。需要类似的方法来计算加速度。

1.4.3 视觉系统、相机和照明

典型的商用视觉系统符合 20 世纪 50 年代的 RS-170 标准，因此帧通过帧采集卡以
每秒 30 帧的速率采集。图像是扫描的；在一个流行的美国标准中，每个完整的扫描或
帧由 525 条线组成，其中 480 条包含图像信息。这个采样率和这种数量级的图像分辨率
足以满足大多数应用，除了基于视觉的机器人手臂伺服。机器人视觉系统相机通常是电

视相机——固态电荷耦合器件（CCD），对低于 350 纳米（紫外线）到 1100 纳米（近红
外）的光波长响应，峰值响应约为 800 纳米，或电荷注入器件（CID），提供类似的光谱
响应，峰值响应约为 650 纳米。线扫描 CCD 相机和面积扫描 CCD 相机都可用，分辨
率范围在 256 到 2048 元素之间。中分辨率面积扫描相机产生 256×256 的图像，尽管现
在已有 1024×1024的高分辨率设备。线扫描相机适用于零件在相机前移动的应用，例如
在传送带上。帧采集器通常支持多个相机，常见数量为四个，可支持黑白或彩色图像。

如果听任自然，机器人工作单元的照明可能会导致操作中的严重问题。常见问题包

括低对比度图像、镜面反射、阴影和无关细节。这些问题可以通过过于复杂的图像处理

来纠正，但所有这些问题都可以通过在工作单元设计阶段对细节进行适当关注来避免。

照明技术包括光谱滤波、选择合适的照明源光谱特性、漫射照明技术、背光（产生易于

处理的轮廓）、结构光（提供额外的深度信息并简化物体检测和解释）以及定向照明。
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Chapter 2

控制理论导论

第二章：控制理论导论

在本章中，我们回顾了用于机器人控制的各种控制理论概念。我们首先回顾了线性

和非线性系统的状态空间描述，并介绍了后续所需的稳定性概念。本章旨在介绍现代控

制概念，但即使是具有控制理论背景的读者也可能希望查阅它以了解符号和方便性。

2.1 引言

机器人机械臂的控制是一个成熟但富有成效的研究、开发和制造领域。工业机器人

本质上是定位和搬运设备。因此，一个有用的机器人是能够控制其运动以及机器人与环

境之间的相互作用力和力矩的机器人。本书关注机器人机械臂的控制方面。控制通常需

要数学模型的可用性以及某种作用于模型的智能。机器人的数学模型是从控制其运动的

基本物理定律中获得的。另一方面，智能需要感知能力以及作用于和响应感知变量的手

段。这些机器人的作用和反应是控制器设计的结果。

在本章中，我们回顾了本书所需的控制理论概念。所有证明都被省略，但参考了提

供更多证明的更专业书籍和论文。一旦在第 2 章中描述了机器人动力学的满意模型，本
章介绍的自动控制概念可用于修改机器人对不同刺激的作用和反应。因此，后续章节将

讨论将控制原理应用于机器人方程。所使用的特定控制器将取决于数学模型的复杂性、

手头的应用、可用资源以及许多其他标准。

我们在第 2.2 节开始本章，回顾线性的连续时间和离散时间系统的状态空间描述。
在第 2.3 节中介绍了非线性系统的类似回顾。非线性系统的平衡在第 2.4 节中回顾，而
向量空间的概念在第 2.5 节中介绍。稳定性理论在第 2.6 节中介绍，这是本章的主要内
容。在第 2.7 节中介绍了李雅普诺夫稳定性结果，而输入-输出稳定性概念在第 2.8 节中
介绍。在第 2.9 节中编制了高级稳定性概念，以使后续发展更加简洁。在第 2.10 节中，
我们回顾了一些有用的定理和引理。在第 2.11 节中，我们从状态空间的角度回顾了基

11
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本的线性控制器设计，本章在第 2.12 节中结束。

2.2 线性状态变量系统

本书中考虑的机器人等许多物理系统由微分或差分方程描述。这些描述方程通常从

基本物理定律中获得，为系统的分析和控制提供了起点。当然，有些系统非常复杂，没

有可用的描述微分（或差分）方程。我们在本书中不考虑这些系统。

在本节中，我们研究物理系统的状态空间模型，这些系统是线性的。我们将自己限

制为由常微分方程描述的系统中，这将导致有限维状态空间。需要偏微分方程（导致无

限维系统）来研究柔性机器人机械臂，但这些在本教材中不予考虑。我们强调，本章的

材料旨在作为这些主题的快速介绍，并不全面。读者可参考 [Kailath 1980]、[Antsaklis
and Michel 1997] 以了解线性控制系统的更严格介绍。

2.2.1 连续时间系统

在深入研究连续时间系统的数学描述之前，我们先明确几个重要的基本概念：
[校对者注：基本概念通俗解释]

• 连续时间 vs 离散时间：连续时间系统的状态随时间连续变化，在每一时刻都有定义（如
真实的物理世界）；而离散时间系统只在特定的采样时刻有定义（如计算机程序）。机器人

手臂的平滑运动是连续的，而数字控制器的输出是离散的。

• 动态 vs 非动态：动态系统的当前输出取决于过去的输入和状态（有” 记忆”），如机器人
关节的位置取决于之前的历史运动；非动态系统的输出只取决于当前输入（无记忆、即时

响应），如纯比例控制器 u(t) = Kpe(t)。

• 时不变 vs 时变：时不变系统的特性不随时间改变（” 脾气” 稳定），如理想的刚性机械臂；
时变系统的参数会随时间变化（如齿轮磨损导致间隙增大、负载变化导致惯量改变）。

连续时间系统被称为线性的，如果它遵循叠加原理，即如果输出 y1(t) 由输入 u1(t)

产生，输出 y2(t) 由输入 u2(t) 产生，那么由 u(t) = α1u1(t) + α2u2(t) 产生的输出由

y(t) = α1y1(t)+α2y2(t)给出，其中 α1 和 α2 是标量常数。线性、单输入/单输出（SISO）、
连续时间、时不变系统由线性、标量、常系数常微分方程描述，例如：

n∑
i=0

ai
diy(t)

dti
=

n∑
i=0

bi
diu(t)

dti
(2.1)

其中 ai, bi, i = 0, . . . , n 是标量常数，y(t) 是标量输出，u(t) 是标量输入。此外，在时间

t0 给定初始条件：

y(t0),
dy(t0)

dt
, . . . ,

dn−1y(t0)

dtn−1
(2.2)

注意，输入 u(t) 的导数次数最多与输出 y(t) 相同。否则，系统被称为非动态的。
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状态空间实现

系统的状态被定义为一组充分的变量，当在时间 t0 指定这些变量以及输入 u(t), t ≥
t0 时，足以完全确定系统在 t ≥ t0 时的行为 [Kailath 1980]。状态向量然后包含确定系
统中任何信号的未来行为所需的所有必要变量。根据定义，这样的状态向量 x(t)不是唯

一的，这一特性稍后将加以利用。事实上，如果 x 是状态向量，那么任何 x̃(t) = Tx(t)

也是状态向量，其中 T 是任何 n× n 可逆矩阵。对于在(??)中描述的连续时间系统，可
以选择以下状态向量：

xi(t) =
di−1y(t)

dti−1
, i = 1, 2, . . . , n (2.3)

其中 x1 = y, x2 = ẏ, . . . , xn = y(n−1)。输入-输出方程然后简化为：

y(t) = b0x1(t) + b1x2(t) + · · ·+ bn−1xn(t) + u(t) (2.4)

(??)和(??)的更紧凑表述由下式给出：

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du
(2.5)

[校对者注：符号含义说明]
状态空间方程中各符号的物理含义：

• x (状态向量)：系统内部的状态变量，包含描述系统行为所需的全部信息。如机器人关节
的角度 x1、角速度 x2、角加速度 x3 等。x1 是位置，x2 = ẋ1 是速度，x3 = ẋ2 是加速度。

• u (输入/控制量)：外部施加的控制作用，如电机转矩、电压、力等。这是我们可以主动
调节的量。

• y (输出/观测量)：通过传感器实际测量得到的量，如编码器读数（角度）、陀螺仪读数（角
速度）。y 可以是 x 的任意组合，取决于传感器的类型和安装位置。

以机器人单关节为例：若只用编码器测角度，则 y = x1；若同时用陀螺仪测角速度，则

输出方程包含 x1 和 x2 两项。

其中

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 1

− a0
an

− a1
an

− a2
an

· · · −an−1

an


, B =



0

0
...
0

1


(2.6)

这种特定的状态空间表示被称为可控规范型 [Kailath 1980]、[Antsaklis and Michel
1997]。一般来说，线性、时不变、连续时间系统将具有多个输入和一个以上的输出。事
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实上，u(t) 是 m × 1 向量，y(t) 是 p × 1 向量。将 u(t) 与 y(t) 关联的微分方程此处不

介绍，但多输入/多输出（MIMO）系统的状态空间表示变为：

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du
(2.7)

其中 A 是 n× n，B 是 n×m，C 是 p× n，D 是 p×m。有关 A,B,C 和 D 的具体形

式，读者再次参考 [Kailath 1980]、[Antsaklis and Michel 1997]。(??)的框图如图 2.2.1a
所示。注意，状态的最小数量等于找到微分方程组的唯一解所需的初始条件的数量。

示例 2.1 (双重积分器). 考虑由以下方程描述的 SISO 系统：

ÿ(t) = u(t)

这个系统被称为双重积分器，代表了由牛顿定律描述的各种各样的物理系统。为了获得

状态空间描述，设：

x1 = y, x2 = ẏ

所以

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, y = x1

示例 2.2 (双平台系统). 考虑图 2.2.2 所示的 MIMO 机械系统，它代表了一个用于将实
验与外部扰动隔离的双平台系统。系统有两个输入：导致地面移动的 u2 和导致平台 m1

移动的 u1。系统还有 2 个输出，即平台 m1 的运动 y1 和平台 m2 的运动 y2。实验将在

平台 m1 的顶部进行，因此，人们希望最小化 y1 的大小。系统包含弹簧 k1、k2 和阻尼

器 c1、c2，使用牛顿第二定律获得描述该系统的微分方程：

m1ÿ1 + c1(ẏ1 − ẏ2) + k1(y1 − y2) + u1 = 0 (2.8)

m2ÿ2 + c1(ẏ2 − ẏ1) + c2ẏ2 + k1(y2 − y1) + k2(y2 − u2) = 0 (2.9)

可以通过选择以下状态获得该系统的状态空间表述：

x1 = y1, x2 = ẏ1, x3 = y2, x4 = ẏ2

状态方程为：

ẋ1 = x2

ẋ2 = − k1
m1

(x1 − x3)−
c1
m1

(x2 − x4)−
u1
m1

ẋ3 = x4

ẋ4 = − k1
m2

(x3 − x1)−
k2
m2

(x3 − u2)−
c1
m2

(x4 − x2)−
c2
m2

x4

注：读者可以通过交互式可视化工具观察双平台弹簧-质量-阻尼系统的动态
响应，调节参数（质量、弹簧刚度、阻尼系数）并观察外部激励对两个平台

的影响。

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Two_Platform_System.html
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传递函数

线性、时不变、连续时间系统的另一种等价表示由其传递函数给出，它将系统的输

入 u(t) 与其输出 y(t) 在拉普拉斯变量 s 中或在频域中关联起来。重要的是要注意，传

递函数描述没有关于系统初始条件的信息，因此，除非所有初始条件都为零，否则它不

会为特定输入提供唯一输出 [Antsaklis and Michel 1997]、[Kailath 1980]。然而，传递函
数形式在实践中很重要，因为许多工程师熟悉频域规范。此外，许多系统的识别可以在

频域中有效地进行 [Ljung 1999]。因此，人们必须能够在状态空间（或现代）描述和传
递函数（或经典）描述之间进行转换。

让我们考虑由(??)描述的系统并取其拉普拉斯变换：

sX(s) = AX(s) + BU(s) + x(0)

Y (s) = CX(s) +DU(s)
(2.10)

其中 X(s), U(s) 和 Y (s) 分别是 x(t), u(t) 和 y(t) 的拉普拉斯变换。初始状态向量为

x(0)。通过在(??)中的两个方程之间消去 X(s)，我们找到以下关系：

Y (s) = [C(sI − A)−1B +D]U(s) + C(sI − A)−1x(0) (2.11)

如前所述，当 x(0) = 0 时，传递函数作为输入 U(s) 和输出 Y (s) 之间的关系获得，即：

Y (s) = [C(sI − A)−1B +D]U(s) (2.12)

这个特定线性、时不变系统的传递函数由下式给出：

P (s) = C(sI − A)−1B +D (2.13)

使得（见图 2.2.1）：
Y (s) = P (s)U(s) (2.14)

示例 2.3 (双重积分器的传递函数). 考虑示例 2.2.1 的系统。很容易看出传递函数是：

P (s) =
1

s2

2.2.2 离散时间系统

在离散时间情况下，使用差分方程描述系统如下：
n∑

i=0

aiy(k + i) =
n∑

i=0

biu(k + i) (2.15)

其中 ai, bi, i = 0, . . . , n 是标量常数，y(k) 是输出，u(k) 是时间 k 的输入。注意，时间

k + n 的输出依赖于时间 k + n 的输入，但不依赖于后面的输入；否则，系统将是非因

果的。
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状态空间表示

以与连续时间情况类似的方式，定义以下状态向量：

xi(k) = y(k + i− 1), i = 1, 2, . . . , n (2.16)

输入-输出方程然后简化为：

y(k) = b0x1(k) + b1x2(k) + · · ·+ bn−1xn(k) + u(k) (2.17)

(??)和(??)的更紧凑表述由下式给出：

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k)
(2.18)

其中

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 1

− a0
an

− a1
an

− a2
an

· · · −an−1

an


(2.19)

MIMO 情况与连续时间情况类似，由下式给出：

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k)
(2.20)

其中 A 是 n× n，B 是 n×m，C 是 p× n，D 是 p×m。

在许多实际情况下，例如在机器人的控制中，系统是连续时间系统，但控制器使用

数字硬件实现。这将要求设计者在连续和离散时间系统之间进行转换。有许多不同的方

法来” 离散化” 连续时间系统，其中一些在第 3 章中讨论。对这一控制问题的这一非常
重要方面感兴趣的读者可参考 [Åström and Wittenmark 1996]、[Franklin et al. 1997]。

示例 2.4 (离散时间双重积分器). 回忆示例 2.2.1 中提出的双重积分器或牛顿系统模型。
微分方程的一个离散时间版本由以下差分方程给出：

y(k + 2)− 2y(k + 1) + y(k) = T 2u(k)

其中 T 是以秒为单位的采样周期。如果我们选择 x1(k) = y(k) 和 x2(k) = x1(k+1)，我

们得到状态空间描述：

x1(k + 1) = x2(k)

x2(k + 1) = 2x2(k)− x1(k) + T 2u(k)

y(k) = x1(k)
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传递函数表示

以与连续时间情况类似的方式，由(??)给出的线性、时不变、离散时间系统可以在
Z 变换域中由其传递函数 P (z) 描述，从输入 U(z) 到输出 Y (z)，使得：

Y (z) = P (z)U(z)

其中

P (z) = C(zI − A)−1B +D

注意，Z 变换用于离散时间情况，而拉普拉斯变换用于连续时间情况。

示例 2.5 (离散时间双重积分器的传递函数). 示例 2.2.4 的传递函数由下式给出：

P (z) =
T 2

z2 − 2z + 1

2.3 非线性状态变量系统

在许多情况下，潜在的物理行为可能无法使用线性状态变量方程来描述。这就是机

器人机械臂的情况，其中不同连杆之间的相互作用由非线性微分方程描述，如第 3 章
所示。状态变量表述仍然能够处理这些系统，而传递函数和频域方法则失效。在本节

中，我们处理前一节的非线性变体，并强调 [Khalil 2001]、[Vidyasagar 1992]和 [Verhulst
1997]、[LaSale and Lefschetz 1961]、[Hahn 1967] 中研究的非线性系统的经典方法。

2.3.1 连续时间系统

非线性、标量、连续时间、时不变系统由非线性、标量、常系数微分方程描述，例

如：

f(y, ẏ, . . . , y(n), u, u̇, . . . , u(m)) = 0 (2.21)

其中 y(t) 是输出，u(t) 是所考虑系统的输入。与线性情况一样，我们通过其分量定义状

态向量 x 如下：

x1 = y, x2 = ẏ, . . . , xn = y(n−1) (2.22)

输出方程然后简化为：

y(t) = x1(t) (2.23)

(??)和(??)的更紧凑表述由下式给出：

ẋ = f(x, U)

y = cx
(2.24)
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其中

U(t) = [u(t) u̇(t) · · · u(n−1)(t)]T

和

c = [1 0 0 · · · 0] (2.25)

示例 2.6 (非线性系统). 我们提出 2 个示例来说明这些概念：

1. 考虑阻尼摆方程
ÿ + ẏ + sin(y) = 0

通过选择 x1 = y, x2 = ẏ 获得状态空间描述，导致：

ẋ1 = x2, ẋ2 = −x2 − sin(x1)

y(t) 的时间历程如图 2.3.1 所示。

2. 一个经典的非线性系统是 Van der Pol 振荡器，其描述为：

ÿ + (y2 − 1)ẏ + y = 0

或在状态空间中，其中：

ẋ1 = x2, ẋ2 = −(x21 − 1)x2 − x1

y(t) 的时间历程和相平面图（即 x2 对 x1）如图 2.3.2 所示。

示例 2.7 (刚性机器人动力学). 刚性机器人由以下方程描述：

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) = τ

其中 M(q) 是 n×n 惯性矩阵，q 及其导数是 n× 1 广义坐标向量，V (q, q̇), G(q) 和 τ 分

别是包含速度相关力矩、重力力矩和输入力矩的 n× 1 向量。

在此示例中，我们将集中于将 n 个耦合微分方程写入状态空间形式。事实上，设状

态向量 x 为：

x =

[
q

q̇

]
输入向量为 u = τ，假设输出向量为 y = q。由于刚性机器人的一些特殊性质（见第 2
章），矩阵 M(q) 已知是可逆的，因此：

q̈ =M−1(q)[τ − Vm(q, q̇)q̇ −G(q)]

或

ẋ =

[
q̇

M−1(q)[τ − Vm(q, q̇)q̇ −G(q)]

]
其中

f(x) =

[
x2

M−1(x1)[−Vm(x1, x2)x2 −G(x1)]

]
, g(x) =

[
0

M−1(x1)

]
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2.3.2 离散时间系统

非线性、标量、离散时间、时不变系统由非线性、标量、常系数差分方程描述，例

如：

f(y(k), y(k + 1), . . . , y(k + n), u(k), u(k + 1), . . . , u(k + n)) = 0 (2.26)

其中 y(.) 和 u 如前所定义。状态变量的简单选择将导致：

xi(k) = y(k + i− 1), i = 1, 2, . . . , n (2.27)

或更紧凑地：
x(k + 1) = f(x(k), U(k))

y(k) = cx(k)
(2.28)

其中 U(k) 和 c 的定义类似于(??)中给出的那些。

示例 2.8 (逻辑斯蒂方程). 考虑标量系统

y(k + 1) = y(k) + u(k)y(k)(1− y(k))

这导致状态空间表示：

x(k + 1) = x(k) + u(k)x(k)(1− x(k)), y(k) = x(k)

我们不强调离散非线性系统的研究，因为机器人由微分方程描述。然而，如第 4章所
讨论的，机器人控制器通常使用数字控制器实现。因此，能够像 [Åström and Wittenmark
1995]、[Franklin et al. 1997] 中讨论的那样在连续和离散时间描述的非线性动态系统之
间进行转换将是有利的。

2.4 非线性系统与平衡点

在本节中，我们集中于由(??)描述的系统，附加要求是 u(t) 被指定为状态 x(t) 的

函数，即：

ẋ(t) = f [t, x(t)], x ∈ Rn (2.29)

这将使我们能够集中于分析问题。我们需要几个定义，我们现在介绍它们。

定义 2.1 (自治系统). 如果 f [t, x(t)] 不明确依赖于时间 t，即：

ẋ(t) = f [x(t)]

则系统(??)被称为自治的。
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示例 2.9 (非自治系统). 在示例 2.3.1 中介绍的 2 个系统都是自治的，而由以下方程描
述的系统：

ẋ =
x

t

不是自治的。

定义 2.2 (平衡点). 向量 xe ∈ Rn 是(??)在时刻 t0 的固定点或平衡点，如果：

f [t0, xe] = 0

示例 2.10 (自治系统的平衡点). 由以下方程描述的系统：

ẋ = Ax

是自治的，并且它在 Rn 的原点处有一个平衡点。

注意：

• 如果系统是自治的，那么时间 t0 处的平衡点也是所有其他时间的平衡点。

• 如果 xe 是非自治系统(??)在时间 t0 的平衡点，那么 xe 是(??)对于所有 t1 ≥ t0 的

平衡点。

示例 2.11 (非自治系统的平衡点). 考虑系统

ẋ = x− t

这是非自治的。它没有平衡点。虽然看起来在时间 t0 = 1 它有 2 个平衡点 xe1 = −1 和

xe2 = 1。然而，这些不是时间 t ≥ 1 的平衡点，因为在时间 t ≥ 1 平衡的条件不成立。

一些书籍也使用术语” 静止点” 或” 奇点” 来表示平衡点。

示例 2.12 (阻尼摆). 回忆示例 2.3.1 中的摆，让我们尝试找到它的平衡点。首先注意系
统是自治的，因此我们不需要指定特定的时间 t0，然后注意，当两者都满足时摆处于平

衡：

x2 = 0 和 sin(x1) = 0

因此平衡点位于：

xe =

[
nπ

0

]
, n = 0,±1,±2, . . .

显然，当摆以零速度垂直向上或垂直向下悬挂时，摆处于平衡。

定义 2.3 (孤立平衡点). 如果存在 xe 的邻域 N，除了 xe 本身外不包含其他平衡点，

则(??)在时间 t0 的平衡点 xe 被称为孤立的。

示例 2.13 (摆的平衡点). 摆的平衡点是孤立的。另一方面，由 ẋ = 0 描述的系统具有 R
中的任何点作为其平衡点，因此其平衡点都不是孤立的。
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2.5 向量空间、范数与内积

在本节中，我们将讨论非线性微分方程及其解的一些性质。我们将需要许多概念，

如向量空间和范数，我们将简要介绍它们。读者可参考 [Boyd and Barratt]、[Desoer and
Vidyasagar 1975]、[Khalil 2001] 进行证明和详细说明。

2.5.1 线性向量空间

在大多数应用中，我们需要处理（线性）实向量和复向量空间，它们随后被定义。

定义 2.4 (线性向量空间). 一个实线性向量空间（相应地，复线性向量空间）是一个集
合 V，配备 2 个二元运算：加法（+）和标量乘法（·），使得：

1. x+ y ∈ V，如果 x ∈ V 和 y ∈ V

2. x+ y = y + x

3. (x+ y) + z = x+ (y + z)

4. 存在零元素 0 ∈ V，使得 x+ 0 = x，对所有 x ∈ V

5. 对每个 x ∈ V，存在唯一的 y = −x，使得 x+ y = 0

6. α · x ∈ V，如果 x ∈ V 和 α 是实数（相应地，复数）

7. α · (x+ y) = α · x+ α · y

8. (α + β) · x = α · x+ β · x

9. (αβ) · x = α · (β · x)

10. 对每个 x ∈ V，我们有 1 · x = x，其中 1 是 R（相应地，C）中的单位元

示例 2.14 (向量空间). 以下是具有相关标量域的线性向量空间：Rn 带有 R，和 Cn 带

有 C。

定义 2.5 (子空间). 向量空间 V 的子集 M 如果它本身是线性向量空间，则它是一个子

空间。M 成为子空间的一个必要条件是它包含零向量。

我们可以为向量空间配备许多函数。其中之一是内积，它将 V 中的两个向量带到

R 或 C 中的标量，另一个是向量的范数，它将 V 中的向量带到 R 中的正值。以下部分
讨论向量的范数，然后是内积的部分。
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2.5.2 信号和系统的范数

范数是距离和长度概念的推广。由于稳定性理论通常关注某些向量和矩阵的大小，

我们在这里简要介绍本书中将使用的一些范数。我们将首先考虑定义在向量空间 X 上

的向量的范数，具有相关的实数标量域 R，然后引入矩阵诱导范数、函数范数，最后是
系统诱导范数或算子增益。

向量范数

我们通过回顾最熟悉的赋范空间开始讨论范数，即具有常数条目的向量空间。在下

文中，|a| 表示实数 a 的绝对值，或者如果 a 是复数则表示 a 的幅值。

定义 2.6 (向量范数). 向量 x 的范数 || · || 是定义在向量空间 X 上的实值函数，使得：

1. ||x|| > 0 对所有 x ∈ X，当且仅当 x = 0 时 ||x|| = 0

2. ||αx|| = |α| · ||x|| 对所有 x ∈ X 和任何标量 α

3. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| 对所有 x, y ∈ X

示例 2.15 (向量范数 (1)). 以下是 X = Rn 中的常见范数，其中 Rn 是具有实分量的

n× 1 向量的集合。

1. 1-范数：||x||1 =
∑n

i=1 |xi|

2. 2-范数：||x||2 =
√∑n

i=1 x
2
i，也称为欧几里得范数

3. p-范数：||x||p = (
∑n

i=1 |xi|p)
1/p

4. ∞-范数：||x||∞ = maxi |xi|

示例 2.16 (向量范数 (2)). 考虑向量

x =

[
−1

2

]

那么，||x||1 = 3，||x||2 =
√
5，||x||∞ = 2。

我们现在给出 Rn 中向量范数的一个重要性质，它将在后续中有用。

引理 2.1 (范数等价性). 设 ||x||a 和 ||x||b 是向量 x ∈ Rn 的任意两个范数。那么存在有

限的正常数 k1 和 k2，使得：

k1||x||a ≤ ||x||b ≤ k2||x||a

引理中的两个范数被称为等价的，这个特定性质对于 Rn 上的任何两个范数都成立。
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矩阵范数

在系统应用中，特定向量 x 可以由矩阵 A 操作以获得另一个向量 y = Ax。为了关

联 x 和 Ax 的大小，我们定义诱导矩阵范数如下。

定义 2.7 (诱导矩阵范数). 设 ||x|| 是给定的 x ∈ Rn 的范数。那么每个 m× n 矩阵 A 都

有一个诱导范数，由下式定义：

||A||i = sup
x ̸=0

||Ax||
||x||

= sup
||x||=1

||Ax||

其中 sup 表示上确界。

检查所提出的范数是否满足定义 2.5.3 的条件总是必要的。新定义的矩阵范数也可
以证明满足：

||AB||i ≤ ||A||i||B||i

对所有 n×m 矩阵 A 和所有 m× p 矩阵 B。

函数范数

接下来，我们回顾时间相关函数和函数向量的范数。这些构成一类重要的信号，将

在控制机器人时遇到。

定义 2.8 (函数范数). 设 f(.) : [0,∞) → R是一致连续函数。函数 f 如果对于任何 ϵ > 0，

存在 δ(ϵ) 使得当 |t1 − t2| < δ 时 |f(t1)− f(t2)| < ϵ，则称 f 是一致连续的。

那么，如果对于 p ∈ [1,∞)： ∫ ∞

0

|f(t)|pdt <∞

f 被称为属于 Lp。

如果 f 是有界的，则称 f 属于 L∞，即如果：

sup
t≥0

|f(t)| <∞

其中 sup f(t) 表示 f(t) 的上确界，即大于或等于 f(t) 最大值的最小数。L1 表示具有有

限绝对面积的信号集合，而 L2 表示具有有限总能量的信号集合。

系统范数

接下来我们想研究多输入多输出（MIMO）系统对多维信号的影响。换句话说，时
变向量 u(t) 通过 MIMO 系统 H 时会发生什么？设 H 是一个具有 m 输入和 l 输出的

系统，因此其对输入 u(t) 的输出由下式给出：

y(t) = (Hu)(t)
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如果 u 属于 Lp 时 Hu 属于 Lp，并且存在有限常数 γ > 0 和 b 使得：

||y||p ≤ γ||u||p + b

则我们说 H 是 Lp 稳定的。

如果 p = ∞，系统被称为有界输入有界输出（BIBO）稳定。

定义 2.9 (Lp 增益). 系统 H 的 Lp 增益记为 γp(H)，是使得存在有限 b 来验证该方程的

最小 γ。

因此，增益 γp 表征了输入信号通过系统时的放大。以下引理表征了线性系统的增

益，可在 [Boyd and Barratt] 中找到。

引理 2.2 (线性系统的增益). 给定线性系统H，使得输入 u(t)产生输出 y(t) = (h∗u)(t) =∫ t

0
h(t− τ)u(τ)dτ，并假设 H 是 BIBO 稳定的，那么：

1. γ∞(H) =
∫∞
0

|h(t)|dt

2. γ2(H) = supω |H(jω)|

3. γ1(H) 不提供简单的解析解，但可以通过线性规划有效地计算

2.5.3 内积

内积是向量空间中两个向量之间的运算，它将使我们能够定义几何概念，如正交性

和傅里叶级数等。以下定义了内积。

定义 2.10 (内积). 在向量空间 V 上定义的内积是一个函数 ⟨·, ·⟩，从 V 到 F，其中 F

是 R 或 C，使得对所有 x, y, z ∈ V：

1. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗，其中 ⟨·, ·⟩∗ 表示复共轭

2. ⟨x, y + z⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩

3. ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩，对所有标量 α

4. ⟨x, x⟩ ≥ 0，其中仅当 x = 0V 时取等号

我们可以为任何内积定义一个范数：

||x|| =
√

⟨x, x⟩

因此，范数是一个更一般的概念：一个向量空间可以有一个与之相关的范数，但没有内

积。然而，反过来则不然。
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2.5.4 矩阵性质

一些矩阵性质在研究动态系统的稳定性中起着重要作用。本书所需的性质收集在本

节中。我们将假设读者熟悉基本的线性代数。

定义 2.11 (矩阵定性). 本定义中的所有矩阵都是实方阵。

• 正定：如果对所有 x ∈ Rn, x ̸= 0，有 xTAx > 0，则实 n× n 矩阵 A 是正定的。

• 半正定：如果对所有 x ∈ Rn，有 xTAx ≥ 0，则实 n× n 矩阵 A 是半正定的。

• 负定：如果对所有 x ∈ Rn, x ̸= 0，有 xTAx < 0，则实 n× n 矩阵 A 是负定的。

• 半负定：如果对所有 x ∈ Rn，有 xTAx ≤ 0，则实 n× n 矩阵 A 是半负定的。

• 不定：如果对于某些 x ∈ Rn，有 xTAx > 0，而对于其他 x ∈ Rn，有 xTAx < 0，

则 A 是不定的。

定理 2.1 (特征值测试). 设 A = [aij] 是对称的 n× n 实矩阵。因此，A 的所有特征值都

是实数。那么我们有以下结论：

• 正定：如果所有特征值都是正的，则实 n× n 矩阵 A 是正定的。

• 半正定：如果所有特征值都是非负的，则实 n× n 矩阵 A 是半正定的。

• 负定：如果所有特征值都是负的，则实 n× n 矩阵 A 是负定的。

• 半负定：如果所有特征值都是非正的，则实 n× n 矩阵 A 是半负定的。

• 不定：如果某些特征值是正的而某些是负的，则实 n× n 矩阵 A 是不定的。

定理 2.2 (Rayleigh-Ritz). 设 A 是实对称的 n × n 正定矩阵。设 λmin 是最小特征值，

λmax 是 A 的最大特征值。那么，对任何 x ∈ Rn：

λminx
Tx ≤ xTAx ≤ λmaxx

Tx

定理 2.3 (Gerschgorin 圆盘定理). 设 A = [aij] 是对称的 n× n 实矩阵。假设：

ri =
∑
j ̸=i

|aij|

如果所有对角元素都是正的，即 aii > 0，则矩阵 A 是正定的。
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2.6 稳定性理论

我们研究的第一个稳定性概念涉及自由系统的行为，或等效地，具有给定输入的强

制系统的行为。换句话说，我们研究系统平衡点对系统初始条件变化的稳定性。然而，

在这样做之前，我们回顾一些基本定义。这些定义将以连续非线性系统的形式陈述，理

解离散非线性系统允许类似结果，而线性系统只是非线性系统的特例。

设 xe 是自由连续时间（可能是时变）非线性系统的平衡点（或固定）状态：

ẋ = f(x, t), x ∈ Rn (2.30)

即 f(xe, t) = 0，其中 x, f 是 n× 1 向量。

我们将首先回顾平衡点 xe 的稳定性，理解 x(t) 状态的稳定性总是可以通过稍后讨

论的变量平移来获得。我们使用的稳定性定义可在 [Khalil 2001]、[Vidyasagar 1992] 中
找到。

定义 2.12 (稳定性定义). 在本定义的所有部分中，xe 是时间 t0 处的平衡点，|| · || 表示
先前定义的任何函数范数。

1. 稳定性：如果在时刻 t0 足够接近 xe 开始的状态将始终在以后的时间保持在 xe 附

近，则 xe 在李雅普诺夫意义下是稳定的（SL）。更精确地说，如果对任何给定的
ϵ > 0，存在正数 δ(ϵ, t0)，使得如果：

||x0 − xe|| < δ

则：

||x(t)− xe|| < ϵ, ∀t ≥ t0

xe 在李雅普诺夫意义下是稳定的，如果它对于任何给定的 t0 都是稳定的。

2. 不稳定性：如果无论状态多接近 xe 开始，它都不会在以后的时间被限制在 xe 的

附近，则 xe 在李雅普诺夫意义下是不稳定的（UL）。换句话说，如果它在 t0 不稳

定，则 xe 是不稳定的。

3. 收敛性：如果从接近 xe 开始的状态最终收敛到 xe，则 xe 在时间 t0 是收敛的（C）。
换句话说，如果对任何正数 ϵ，存在正数 δ1(t0) 和正数 T (ϵ1, x0, t0)，使得如果：

||x0 − xe|| < δ1

则：

||x(t)− xe|| < ϵ, ∀t ≥ t0 + T

xe 是收敛的，如果它对于任何 t0 都是收敛的。
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4. 渐近稳定性：如果从充分接近 xe 开始的状态将保持在附近并最终收敛到它，则 xe

在时间 t0 是渐近稳定的（AS）。更准确地说，如果 xe 在时间 t0 既是收敛的又是

稳定的，则它在时间 t0 是渐近稳定的。如果它对任何 t0 都是渐近稳定的，则 xe

是渐近稳定的。

5. 全局渐近稳定性：如果任何初始状态将保持在 xe 附近并最终收敛到它，则 xe 是

全局渐近稳定的（GAS）。换句话说，如果它在 t0 是稳定的，并且如果每个 x(t)

随着时间趋于无穷大收敛到 xe，则 xe 是全局渐近稳定的。如果它对任何 t0 都是

全局渐近稳定的，则 xe 是全局渐近稳定的，并且系统在这种情况下被称为全局渐

近稳定的，因为它只能有一个平衡点 xe。

注意，稳定性和渐近稳定性是局部概念，因为如果初始扰动 δ 太大，随后的状态

x(t) 可能会任意远离 xe。因此，存在以 xe 为中心的区域：

||x− xe|| < r

使得对从该区域开始的任何状态都会产生稳定性和渐近稳定性，但对从该区域外开始的

状态则不会。该区域被称为 xe 的吸引域。如果吸引域是 Rn，则平衡点 xe 是全局渐近

稳定的。

还应注意，所有先前的稳定性定义都依赖于初始时间 t0，因此吸引域可能随变化的

初始时间而变化。如果系统(??)独立于时间（或自治），则定义??中的稳定性概念实际上
独立于 t0，并且它们将等同于接下来定义的稳定性概念。另一方面，即使系统(??)是时
间相关的，我们也希望其稳定性性质不依赖于 t0，因为这将为我们提供所需的鲁棒性程

度。这使我们定义均匀稳定性概念 [Khalil 2001]。

定义 2.13 (均匀稳定性). 在本定义的所有部分中，xe 是时间 t0 处的平衡点。

1. 均匀稳定性：如果定义??中的 δ(ϵ, t0) 独立于 t0，则 xe 在 [t0,∞) 上是均匀稳定的

（US）。

2. 均匀收敛性：如果定义??中的 δ1(t0) 和 T (ϵ1, x0, t0) 可以独立于 t0 选择，则 xe 在

[t0,∞) 上是均匀收敛的（UC）。

3. 均匀渐近稳定性：如果 xe 既是均匀稳定的又是均匀收敛的，则它在 [t0,∞) 上是

均匀渐近稳定的（UAS）。

4. 全局均匀渐近稳定性：如果 xe 是均匀稳定的和均匀收敛的，则它是全局均匀渐近

稳定的（GUAS）。

5. 全局指数稳定性：如果对所有 x0 ∈ Rn，存在 α > 0 和 β ≥ 0 使得：

||x(t)|| ≤ β||x0||e−α(t−t0)

则 xe 是全局指数稳定的（GES）。
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注意，GES 意味着 GUAS。
在许多情况下，只需要状态大小方面的界限。这是比李雅普诺夫稳定性更不严格的

要求。研究下面有界性定义与定义??中李雅普诺夫稳定性定义之间的细微差别是有益
的。

定义 2.14 (有界性). 1. 有界性：如果从接近 xe 开始的状态永远不会离得太远，则

xe 在时间 t0 是有界的（B）。换句话说，如果对于每个 δ > 0，使得 ||x0 − xe|| < δ，

存在正数 ϵ(r, t0) <∞，使得对所有 t ≥ t0：

||x(t)− xe|| < ϵ

如果它对于任何 t0 都是有界的，则 xe 是有界的。

2. 均匀有界性：如果 ϵ(r, t0) 可以独立于 t0，则 xe 在 [t0,∞) 上是均匀有界的（UB）。

3. 均匀最终有界性：如果从接近 xe 开始的状态最终会变得有界，则 xe 被称为均匀

最终有界的（UUB）。更准确地说，如果对任何 δ > 0, ϵ > 0，存在有限时间 T (ϵ, δ)，

使得每当 ||x0 − xe|| < δ 时，以下满足：

||x(t)− xe|| < ϵ, ∀t ≥ T (ϵ, δ)

4. 全局均匀最终有界性：如果对 ϵ > 0，存在有限时间 T (ϵ) 使得：

||x(t)− xe|| < ϵ, ∀t ≥ T (ϵ)

则 xe 被称为全局均匀最终有界的（GUUB）。

2.7 李雅普诺夫稳定性定理

李雅普诺夫稳定性理论涉及由微分方程描述的非强制非线性系统的行为：

ẋ = f(t, x), x ∈ Rn (2.31)

其中不失一般性，原点是(??)的平衡点。读者可能认为这样的理论是不必要的，因为我
们在前一节的示例中所要做的就是求解微分方程，并研究状态向量范数的时间演化。至

少有两个原因说明为什么需要李雅普诺夫理论。第一个是李雅普诺夫理论将允许我们确

定特定平衡点的稳定性，而无需实际求解微分方程。这，如任何非线性微分方程的学生

所熟知的那样，是一个巨大的节省。第二个相关的原因是，李雅普诺夫理论为我们提供

了稳定性问题的定性结果，可用于设计非线性动力系统的稳定控制器。

我们将首先假设满足(??)具有唯一解的任何必要条件 [Khalil 2001]、[Vidyasagar
1992]。对应于 x(t0) = x0 的唯一解是 x(t, t0, x0)，将简单地记为 x(t)。在我们实际引入

李雅普诺夫定理之前，我们回顾某些函数类，这些函数将简化李雅普诺夫定理的陈述。
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2.7.1 K 类函数

考虑连续函数 α : R → R。

定义 2.15 (K 类函数). 如果满足以下条件，我们说 α 属于 K 类：

1. α(0) = 0

2. 对所有 x > 0，α(x) > 0

3. α 是非递减的，即对所有 x1 > x2，有 α(x1) ≥ α(x2)

示例 2.17 (K 类函数). 函数 α(x) = x2 是一个 K 类函数。函数 α(x) = x2 + 1 不是 K
类函数，因为条件 (1) 不成立。另一方面，α(x) = −x2 不是 K 类函数，因为条件 (2) 和
(3) 不成立。

定义 2.16 (正定函数). 在以下内容中，R+ = [0,∞)。

1. 局部正定：如果存在 K 类函数 α(.) 和 Rn 原点的邻域 N 使得对所有 t ≥ 0 和所

有 x ∈ N：

V (t, x) ≥ α(||x||)

则连续函数 V : R+ × Rn → R 是局部正定的（l.p.d）。

2. 正定：如果 N = Rn，则函数 V 被称为正定的（p.d）。

3. 负定和局部负定：如果 −V 是（局部）正定的，我们说 V 是（局部）负定的（n.d）。

定义 2.17 (递减函数). 在以下内容中：

1. 局部递减：如果存在 K 类函数 β(.) 和 Rn 原点的邻域 N 使得对所有 t ≥ 0 和所

有 x ∈ N：

V (t, x) ≤ β(||x||)

则连续函数 V : R+ × Rn → R 是局部递减的。

2. 递减：如果 N = Rn，我们说 V 是递减的。

定义 2.18 (沿轨迹的导数). 给定连续可微函数 V : R+ × Rn → R 以及微分方程组(??)，
V 沿(??)的导数被定义为函数 V̇ : R+ × Rn → R，由下式给出：

V̇ (t, x) =
∂V (t, x)

∂t
+
∂V (t, x)

∂x
f(t, x)
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2.7.2 李雅普诺夫定理

我们现在准备陈述李雅普诺夫定理，我们将它们分组在定理??中。证明见 [Khalil
2001]、[Vidyasagar 1992]。

定理 2.4 (李雅普诺夫稳定性定理). 给定非线性系统：

ẋ = f(t, x), x ∈ Rn

在原点处有平衡点，即 f(t, 0) = 0，并设 N 是大小为 ϵ 的原点的邻域，即：

N = {x ∈ Rn; ||x|| ≤ ϵ}

其中，正定是指 V (t, 0) = 0 且对所有 x ̸= 0 有 V (t, x) > 0；半负定是指对所有 x 有

V̇ (t, x) ≤ 0；负定是指 V̇ (t, 0) = 0 且对所有 x ̸= 0 有 V̇ (t, x) < 0；递减是指存在 K 类

函数 α 使得 V (t, x) ≤ α(||x||)；径向无界是指当 ||x|| → ∞ 时 V (t, x) → ∞。V̇ 表示 V

沿系统轨迹的全导数：V̇ = ∂V
∂t

+ ∂V
∂x
f(t, x)。

那么：

1. 稳定性：如果存在标量函数 V (t, x) 具有连续偏导数，使得对 x ∈ N：

(a) V (t, x) 是正定的

(b) V̇ 是半负定的

则原点在李雅普诺夫意义下是稳定的。

2. 均匀稳定性：如果除了 (a) 和 (b) 之外，V (t, x) 对 x ∈ N 是递减的，则原点是均

匀稳定的。

3. 渐近稳定性：如果 V (t, x) 满足 (a) 并且对 x ∈ N 是负定的，则原点是渐近稳定

的。

4. 全局渐近稳定性：如果 V (t, x) 验证 (a)，并且对所有 x ∈ Rn（即 N = Rn）V̇ (t, x)

是负定的，则原点是全局渐近稳定的。

5. 均匀渐近稳定性：如果 V (t, x) 满足 (a)，V (t, x) 是递减的，并且 V̇ (t, x) 对 x ∈ N

是负定的，则原点是 UAS。

6. 全局均匀渐近稳定性：如果 N = Rn，并且如果 V (t, x) 满足 (a)，V (t, x) 是递减

的，V̇ (t, x) 是负定的，并且 V (t, x) 是径向无界的（即如果时间趋于一致，它趋于

无穷大当 ||x|| → ∞），则原点是 GUAS。
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7. 指数稳定性：如果存在正常数 α, β, γ 使得：

α||x||2 ≤ V (t, x) ≤ β||x||2

V̇ (t, x) ≤ −γ||x||2

则原点是指数稳定的。

8. 全局指数稳定性：如果它对所有 x ∈ Rn 是指数稳定的，则原点是全局指数稳定

的。

定理中的函数 V (t, x) 被称为李雅普诺夫函数。注意，该定理提供了原点稳定性的

充分条件，无法为特定系统提供李雅普诺夫函数候选并不表示原点的稳定性。

注：读者可以通过交互式可视化工具直观理解李雅普诺夫稳定性定理中的各
种稳定性类型（稳定、渐近稳定、指数稳定、全局渐近稳定、不稳定），观察

不同条件下的状态轨迹演变。

2.7.3 自治情况

假设开环系统不是自治的，即不明确依赖于 t，那么可以获得与时间无关的李雅普

诺夫函数候选 V (x)，并且正定条件大大简化，如下所述。

引理 2.3. 如果 V (0) = 0 并且对所有 x ̸= 0，V (x) > 0，则时间不变的连续函数 V (x)

是正定的。如果上述在邻域中成立，则它是局部正定的。

注意，条件 V (0) = 0 不是必需的，并且只要 V (0) 有上界，李雅普诺夫结果就无需

修改而成立。

利用上述简化，李雅普诺夫结果成立，只是均匀和常规稳定性结果之间没有区别。

定理 2.5 (LaSalle 定理). 给定自治非线性系统：

ẋ = f(x)

并设原点是平衡点。那么：

1. 渐近稳定性：假设已经找到了一个李雅普诺夫函数 V (x)，使得对 x ̸= 0，V (x) > 0

并且 V̇ ≤ 0。那么，当且仅当 V̇ = 0 仅在 x = 0 处时，原点是渐近稳定的。

2. 全局渐近稳定性：如果上述 V̇ = 0 并且 V (x) 是径向无界的，则原点是 GAS。

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Lyapunov_Stability_Demo.html
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2.7.4 线性时不变情况

在所考虑的系统是线性且时不变的情况下，李雅普诺夫理论发展得很好，并且李雅

普诺夫函数的选择很简单。事实上，在这种情况下，定义 2.6.1 中的各种稳定性概念是
相同的。李雅普诺夫理论然后提供了稳定性的必要和充分条件，如本节所讨论的。证明

参考 [Khalil 2001]。

定理 2.6. 给定线性时不变系统：
ẋ = Ax

当且仅当存在方程的正定解 P 时，系统是稳定的：

ATP + PA = −Q

其中 Q 是任意正定矩阵。

注意，在最后这个定理中获得了整个系统的稳定性，因为在这种情况下，原点是唯

一的平衡点，其稳定性等同于系统的稳定性。此外，没有提到暗示什么类型的稳定性，

因为在线性、时不变系统的非常特殊情况下，所有稳定性概念都是等价的 [Khalil 2001]。
还要注意，这个结果等同于测试 A 的所有特征值是否具有负实部 [Kailath 1980]。

定理 2.7 (Krasovskii 定理). 考虑自治非线性系统 ẋ = f(x)，原点是平衡点。设 A(x) =

∂f/∂x。那么，原点为 AS 的一个充分条件是存在 2 个对称正定矩阵 P 和 Q，使得对所

有 x ̸= 0，矩阵：

F (x) = A(x)TP + PA(x) +Q

在某个以原点为中心的球 B 中是正定的。函数 V (x) = f(x)TPf(x) 然后是系统的李雅

普诺夫函数。如果 B = Rn 并且如果 V (x) 是径向无界的，则系统是 GAS。

2.8 输入/输出稳定性
当处理非线性系统时，李雅普诺夫意义下的稳定性并不一定意味着有界输入将导致

有界输出。这个事实在下一个示例中显示。

然而，我们需要讨论有界输入将导致有界输出的条件 [Boyd and Barratt]、[Desoer
and Vidyasagar 1975]。这实际上在讨论系统诱导范数时已经提出（见定义 2.5.7），当前
的讨论应作为这些概念与李雅普诺夫稳定性的对比。

定义 2.19 (BIBO 稳定性). 如果对于任何 ||u(t)|| ≤M <∞，存在有限 γ > 0 和 b 使得：

||y(t)|| ≤ γM + b

则动态系统(??)-(??)是有界输入有界输出（BIBO）稳定的。

注意，BIBO 稳定性意味着所有平衡状态的均匀有界性。
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2.9 高级稳定性结果

在本节中，我们回顾一些高级稳定性概念。这些结果将用于显示使用鲁棒或自适应

控制器时系统的闭环稳定性。如果读者只对实现这些控制器感兴趣，可以跳过本节。另

一方面，任何对设计新控制器感兴趣的人都应该了解这里介绍的结果。

2.9.1 被动系统

给定图 2.9.1 所示的非线性系统，我们感兴趣的是仅基于输入-输出测量来研究这种
系统的稳定性。受网络理论中能量概念的启发，例如：

[储存的能量] = [外部功率输入]+ [内部功率产生]

人们可以研究所有类型系统的内部稳定性。一般来说，外部功率输入是输入努力或流 u

与输出流或努力 y 的标量积 yTu。最后一个方程然后采取以下形式：

V̇ (x) = yTu− g(t) (2.32)

在许多情况下（例如孤立系统），g(t) = 0，可以使用储存的能量：

V (x) =

∫ t

0

yT (τ)u(τ)dτ (2.33)

作为李雅普诺夫函数候选。

非线性系统的被动性定义如下 [Narendra and Taylor 1973]、[Ortega et al. 1998]。

定义 2.20 (被动性). 考虑图 2.9.1 所示的系统，并假设它具有相同数量的输入和输出，
即 u(t) 和 y(t) 具有相同的维数。

1. 被动性：如果对所有有限 T > 0 和一些 γ > −∞：∫ T

0

yT (t)u(t)dt ≥ −γ

则系统被称为被动的。

2. 严格被动性：如果存在 δ > 0 和 γ > −∞ 使得对所有有限 T > 0：∫ T

0

yT (t)u(t)dt ≥ δ

∫ T

0

||u(t)||2dt− γ

则系统被称为严格被动的。

被动系统实际上是一个不产生能量的系统。
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2.9.2 正实系统

如果所考虑的系统是线性且时不变的，则被动性等同于正实性，可以在频域中测试

[Narendra and Taylor 1973]。事实上，让我们描述正实系统并讨论它们的一些性质。考
虑多输入多输出线性时不变系统：

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du

其中 x 是 n 向量，u 是 m 向量，y 是 p 向量，A,B,C 和 D 具有适当的维数。相应的

传递函数矩阵是：

P (s) = C(sI − A)−1B +D

我们将假设系统具有相等数量的输入和输出，即 p = m。

定义 2.21 (正实). 如果满足以下条件，则 m ×m 矩阵 T (s) 的正则有理函数（不恒为

零）是正实的或 PR：

1. T (s) 的所有元素在区域 Re(s) > 0 中没有极点

2. T (s) 在 jω 轴上的任何极点都是简单的，具有正定留数

3. 矩阵 He[T (s)] 对 Re(s) > 0 是半正定的

定义 2.22 (严格正实). 如果满足以下条件，则 m×m 矩阵 T (s) 的正则有理函数（不恒

为零）是严格正实的或 SPR：

1. T (s) 的所有元素在区域 Re(s) ≥ 0 中没有极点

2. 矩阵 He[T (s)] 对 Re(s) > 0 是正定的

2.9.3 Lure 问题

考虑以下反馈互连系统：
ẋ = Ax+ bu

y = cTx+ du

u = −ϕ(t, y)

(2.34)

其中 ϕ 在两个参数中都是连续的。Lure 随后陈述了以下绝对稳定性问题，后来被称为
Lure 问题：假设上述方程描述的系统给定，其中：

1. A 的所有特征值都具有负实部，或者 A 在原点处有一个特征值，而其余的特征值

在开左半平面（OLHP）中
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2. (A, b) 是可控的

3. (c, A) 是可观测的

4. 非线性 ϕ(., .) 满足：

(a) ϕ(t, 0) = 0；t ≥ 0

(b) 0 ≤ yϕ(t, y) ≤ ky2；y ∈ R

那么，找到线性系统 (A,B,C,D) 上的条件，使得 x = 0 是闭环系统的 GAS 平衡点。

2.9.4 MKY 引理

以下引理是 Meyer-Kalman-Yakubovich（MKY）引理的版本，出现在 [Narendra and
Taylor 1973]、[Khalil 2001] 等地，在设计机器人的自适应控制器时将非常有用。

引理 2.4 (Meyer-Kalman-Yakubovitch). 设系统(??)且 D = 0 是可控的。那么传递函数

c(sI − A)−1b 是 SPR 当且仅当：

1. 对任何对称正定 Q，存在对称正定 P 解李雅普诺夫方程：

ATP + PA = −Q

2. 矩阵 B 和 C 满足：

C = BTP

MKY 引理给出了传递矩阵具有一定鲁棒性的条件。注意，条件取决于输入和输出
矩阵，因此特定系统可能对某些输入/输出对的选择是 SPR，而对其他选择则不是 SPR。

2.10 有用的定理与引理

考虑图 2.9.2 所示的框图。标记为 H1 和 H2 的块代表两个系统（线性或非线性），

它们对输入 e1 和 e2 进行如下操作：

y1 = H1e1 = H1(u1 − y2)

y2 = H2e2 = H2(u2 + y1)
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2.10.1 小增益定理

定理 2.8 (小增益定理). 设 H1 : Lpe → Lpe 和 H2 : Lpe → Lpe。因此 H1 和 H2 对所有

T ∈ [0,∞) 满足不等式：

||y1||T ≤ γ1||e1||T + β1

||y2||T ≤ γ2||e2||T + β2

并且假设 γ1γ2 < 1。如果：

u1, ν2 ∈ Lp

则 e1, y2 ∈ Lp 和 y1, e2 ∈ Lp。

基本上，小增益定理指出，如果环增益小于 1，则两个系统的反馈互连是 BIBO 稳
定的。换句话说，如果一个信号遍历反馈环并在幅度上减小，则闭环系统不会变得不稳

定。

2.10.2 总稳定性定理

定理 2.9 (总稳定性). 考虑由下式描述的状态空间系统：

ẋ = Ax+ f(t, x) + g(t, x)

其中：

1. 系统 ẋ = Ax 是指数稳定的，即存在某些 a > 0 和 K ≥ 1，使得 ||eAt|| ≤ Ke−at

2. f(t, 0) = 0，即原点是 f(t, x) 的平衡点

3. ||f(t, x1)− f(t, x2)|| ≤ β1||x1 − x2||，对某些 β1 > 0

4. ||g(t, x)|| ≤ β2r，对某些 β2 > 0

5. ||g(t, x1)− g(t, x2)|| ≤ β2||x1 − x2||

6. ||x0|| ≤ r/K

那么，存在(??)的唯一解 x(t) 并且：

||x(t)|| ≤ k1e
−αt||x(0)||+ k2r

总稳定性定理将用于设计控制器，使系统的线性部分指数稳定。实际上，这个定理

保证如果系统的线性部分” 非常” 稳定（指数稳定），则有界非线性的去稳定效应可能不
足以使系统去稳定，状态将保持有界。
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2.10.3 Bellman-Gronwall 引理

引理 2.5 (Bellman-Gronwall). 设 x(.), a(.), b(.) : [0,∞) → [0,∞)，且 T ≥ 0。假设对所

有 t ∈ [0, T ]，以下不等式成立：

x(t) ≤
∫ t

0

a(τ)x(τ)dτ + b(t)

那么对所有 t ∈ [0, T ]：

x(t) ≤
∫ t

0

a(τ)b(τ) exp
(∫ t

τ

a(σ)dσ

)
dτ + b(t)

如果 b(t) 进一步是常数，则以下成立：

x(t) ≤ b exp
(∫ t

0

a(τ)dτ

)

2.10.4 Barbalat 引理

引理 2.6 (Barbalat). 设 f(t) 是 t 的可微函数。

• 第一版本：如果 ḟ(t)是一致连续的并且 limt→∞ f(t) = k <∞，则 limt→∞ ḟ(t) = 0。

• 第二版本：如果 f(t) ≥ 0，ḟ(t) ≤ 0 并且 f̈ 有界，则 limt→∞ ḟ(t) = 0。

2.11 线性控制器设计

控制设计的目的是使机器人以可预测和期望的方式响应一组输入信号。在本节中，

我们回顾如何设计线性控制器，以使机器人-控制器组合的行为是可接受的。机器人控
制器的第一个要求显然是其稳定性。因此，控制器的第一个功能是稳定机器人在空间中

移动时的状态。事实上，我们现在可以提出我们希望解决的问题：

线性控制设计问题：考虑一个 LTI 系统。设计一个对输出 y(t) 进行操作而不进行

微分并生成输入 u(t) 的反馈控制器，使得系统从任何初始状态 x(0) 在有限时间内达到

指定的期望最终状态 xd。这个问题有 2 个部分：

1. 可控性：如果 y = x，问题可以解决吗？

2. 可观测性：如果是这样，我如何从 y 得到 x？

在下一节中，我们介绍这些概念并找到测试，使我们能够回答所提出的问题。

定义 2.23 (可控性). 如果存在输入 u(t)，对 0 ≤ t ≤ t1，使得 x(t1) = 0，对某些有限 t1，

则状态 x0 是可控的。如果所有 x0 ∈ Rn 都是可控的，则系统本身被称为可控的。
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定理 2.10 (可控性测试). LTI 系统完全可控的必要和充分条件是 n× nm 矩阵：

C = [B AB A2B · · · An−1B]

是满秩的，即 rankC = n。

接下来，我们展示可控性足以通过放置 A 矩阵的特征值来稳定系统(??)。

定理 2.11. 设 (A, b) 是可控的。那么，存在常数增益矩阵 K，使得 u = −Kx+ v 将把

A− bK 的特征值放置在 s 平面中的任何位置。

在单输入情况下，可以使用 Ackermann 公式找到放置特征值所需的状态反馈增益
（参见例如 [Antsaklis and Michel 1997]）。假设期望的闭环特征值被指定为方程的根：

ϕ(s) = sn + dn−1s
n−1 + · · ·+ d1s+ d0 = 0 (2.35)

那么，状态反馈控制器由下式给出：

K = [0 0 · · · 0 1]C−1ϕ(A) (2.36)

其中 C 是(??)的可控性矩阵，ϕ(A) 是通过在 A 处求值 ϕ(s) 获得的矩阵，即：

ϕ(A) = An + dn−1A
n−1 + · · ·+ d1A+ d0I (2.37)

定义 2.24 (可观测性). 如果知道 u(t), y(t)；0 ≤ t ≤ t1足以唯一确定 x0，则状态 x(0) = x0

被称为可观测的。注意一旦 x(0) 已知，t ≥ 0 的 x(t) 也就知道了。如果每个初始状态都

是可观测的，则系统被称为完全可观测的。

定理 2.12 (可观测性测试). LTI 系统完全可观测的必要和充分条件是 np× n 矩阵：

O =



C

CA

CA2

...
CAn−1


是满秩的。

通过结合可观测性和可控性的概念，我们可以设计解决线性控制设计问题的补偿

器。事实上，以下定理总结了线性控制设计。

定理 2.13. 当且仅当状态空间实现既是可观测的又是可控的，线性控制设计问题对系
统(??)是可解的。

注：读者可以通过交互式可视化工具实时调节 PID 参数，观察 Kp、Ki、Kd
对机器人关节跟踪性能的影响。

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/PID_Tuning_Demo.html
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2.12 总结与注记

本章旨在回顾将在本书其余部分中使用的各种控制理论概念。重点是包含足够的材

料，以便控制理论背景很少或没有的读者能够跟随机器人控制器的设计。经常进行简化

以集中于本书中研究的系统，即机械系统和由拉格朗日-欧拉方程描述的系统。特别是，
双重积分器系统被详细说明，因为它将来自在机械机械臂上应用初步非线性反馈。在第

3 章中，我们介绍了刚性机器人机械臂的动力学描述，在随后的章节中，本章回顾的控
制概念将在这些机械臂上实现。

这里回顾的大多数结果的更多细节可在 [Kailath 1980]、[Antsaklis and Michel 1997]
关于线性系统情况的书籍中找到，以及在 [Khalil 2001]、[Vidyasagar 1992] 关于非线性
系统情况的书籍中找到。
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Chapter 3

机器人动力学

本章为机器人机械臂控制研究提供必要的背景知识。机械臂动力学方程采用二阶微分方

程形式和多种状态变量形式推导。介绍动力学的一些重要性质。展示如何包含驱动机械

臂的电机的动力学，这些电机可能是电动或液压马达。

3.1 引言

机器人学是一个涉及众多不同学科的复杂领域，如物理学、材料性质、静力学与动

力学、电子学、控制理论、视觉、信号处理、计算机编程和制造技术。本书的主要兴趣

是机器人机械臂的控制。本章的目的是研究控制机器人所需的动力学方程。

对于那些需要控制理论背景的读者，提供了第二章。对于那些需要机器人机械臂基

础知识背景的读者，在附录 A中考察了机器人机械臂的几何结构，涵盖了基本机械臂构
型、运动学和逆运动学。在那里还回顾了机械臂雅可比矩阵，这对于在笛卡尔坐标系或

工作空间坐标系中的控制至关重要，期望的机械臂轨迹通常首先在这些坐标系中指定。

机器人动力学在 3.2 节中推导。推导中使用了拉格朗日力学。在 3.3 节中，我们回
顾了机械臂动力学方程的一些基本性质，这些性质对于后续章节中推导机器人控制方案

至关重要。这些性质总结在表 3.3.1 中，在整本书中都会引用。
3.2 节中的机械臂动力学采用二阶向量微分方程形式。在 3.4 节中，展示了将这种

表述转换为状态变量描述的几种方法。状态变量描述是一阶向量微分方程，对于开发许

多机械臂控制方案非常有用。本节使用了反馈线性化技术和哈密顿力学。

3.2 节中的机器人机械臂动力学以关节空间坐标给出。在 3.5 节中，展示了一种非
常通用的方法，用于以任何期望的坐标（包括笛卡尔坐标或工作空间坐标，以及相机坐

标系或参考系的坐标）获得机械臂动力学描述。

在 3.6 节中，分析了执行移动机器人机械臂连杆所需工作的电动或液压驱动器。展
示了如何将驱动器的动力学模型并入机械臂动力学中，以提供机械臂加驱动器系统的完

整动力学描述。这最终使我们能够进入下一章讨论机器人机械臂控制设计。

41
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3.2 拉格朗日-欧拉动力学
为了控制设计目的，需要一个揭示系统动力学行为的数学模型。因此，在本节中推

导机器人机械臂的动力学方程。我们的方法是推导机械臂的动能和势能，然后使用拉格

朗日运动方程。

在本节中，我们忽略驱动机器人机械臂的电动或液压电机的动力学；驱动器动力学

在 3.6 节中讨论。

3.2.1 力、惯量与能量

让我们回顾物理学中的一些基本概念，这将使我们能够更好地理解机械臂动力学

[Marion 1965]。在本小节中，我们使用粗体表示向量，普通字体表示其大小。
质量为 m 的物体以角速度 ω 绕半径为 r 的点旋转时，其向心力为

Fcen = −mω × (ω × r) = mω2r (3.1)

见图 3.2.1。线速度为
v = ω × r (3.2)

在这种情况下意味着简单地 v = ωr。

想象一个球体（即地球）以其中心为轴以角速度 ω0 旋转。见图 3.2.2。在球面上以
速度 v 移动的质量为 m 的物体所受的科里奥利力为

Fcor = −2mω0 × v (3.3)

使用右手螺旋定则（即如果手指从 ω0 旋转到 v，拇指指向 ω0 × v 的方向），我们看

到，在图中，科里奥利力使 m 向右偏转。

在低气压天气系统中，气团向低压中心移动。科里奥利力负责将气团向右偏转，从

而引起称为气旋流的逆时针环流。结果是飓风的旋转运动。对图 3.2.2 的简要检查表明，
在南半球，Fcor 使移动的物体向左偏转，因此低压系统将具有顺时针风向运动。

由于 v = ω × r 和 ω × (ω × r) = ω(ω · r)− r(ω · ω)，我们可以写出

Fcen = −mω × (ω × r) = mω2r (3.4)

重要的是要注意，向心力涉及单个角速度的平方，而科里奥利力涉及两个不同角速

度的乘积。

以线速度 v 移动的质量的动能为

K =
1

2
mv2 (3.5)

图 3.2.1 中质量的旋转动能为

Krot =
1

2
Iω2 (3.6)
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其中转动惯量为

I =

∫
V

ρ(r)r2dr (3.7)

ρ(r) 是体积中半径 r 处的质量分布。在所示的简单情况下，m 是质点，这变为

I = mr2 (3.8)

因此，

Krot =
1

2
mr2ω2 (3.9)

质量为 m 的物体在重力加速度为常数 g 的引力场中高度 h 处的势能为

P = mgh (3.10)

对应零势能的原点可以任意选择，因为只有势能差在物理力方面才有意义。

以速度 v 移动的质量 m 的动量为

p = mv (3.11)

质量 m 相对于原点的角动量为

Pang = r × p (3.12)

力 F 相对于同一原点的扭矩或力矩定义为

N = r × F (3.13)

3.2.2 拉格朗日运动方程

对于保守系统，拉格朗日运动方程由下式给出 [Marion 1965]

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= τ (3.14)

其中 q 是广义坐标 qi 的 n 维向量，τ 是广义力 τi 的 n 维向量，拉格朗日量是动能与势

能之差

L = K − P (3.15)

在我们的使用中，q 将是关节变量向量，由关节角 θi（以度或弧度表示）和关节偏

移 di（以米为单位）组成。那么 τ 是一个向量，其分量为 ni，对应关节角的扭矩（牛

顿-米），以及 fi，对应关节偏移的力（牛顿）。注意我们用大写字母表示 τ 的分量。

我们将使用拉格朗日方程推导一般机器人机械臂动力学。让我们先通过考虑一些例

子来感受一下这个过程。

例 3.2-1：二连杆极坐标机械臂的动力学
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二连杆平面旋转/平移（RP）机械臂的运动学在例 A.2-3 中给出。为了确定其动力
学，请检查图 3.2.3，其中关节变量和关节速度向量为

q =

[
θ

r

]
, q̇ =

[
θ̇

ṙ

]
(3.16)

相应的广义力向量为

τ =

[
n

f

]
(3.17)

其中 n 为扭矩，f 为力。扭矩 n 和力 f 可由电机或液压驱动器提供。我们在 3.6 节讨
论驱动器的动力学。

为了确定机械臂动力学，我们现在必须计算拉格朗日方程所需的量。

a. 动能和势能
由于角运动 θ̇ 和线运动 ṙ 产生的总动能为

K =
1

2
m1r

2θ̇2 +
1

2
m2(ṙ

2 + r2θ̇2) (3.18)

势能为

P = m1gr sin θ +m2gr sin θ (3.19)

b. 拉格朗日方程
拉格朗日量为

L = K − P =
1

2
m1r

2θ̇2 +
1

2
m2(ṙ

2 + r2θ̇2)−m1gr sin θ −m2gr sin θ (3.20)

现在我们得到

∂L

∂q̇
=

[
(m1 +m2)r

2θ̇

m2ṙ

]
(3.21)

d

dt

∂L

∂q̇
=

[
(m1 +m2)r

2θ̈ + 2(m1 +m2)rṙθ̇

m2r̈

]
(3.22)

∂L

∂q
=

[
−(m1 +m2)gr cos θ + (m1 +m2)rθ̇

2

(m1 +m2)θ̇
2r − (m1 +m2)g sin θ

]
(3.23)

因此，(3.2.14) 表明机械臂动力学方程为

(m1 +m2)r
2θ̈ + 2(m1 +m2)rṙθ̇ + (m1 +m2)gr cos θ = n (3.24)

m2r̈ − (m1 +m2)rθ̇
2 + (m1 +m2)g sin θ = f (3.25)

这是一组耦合的非线性微分方程，描述了给定控制输入扭矩 n(t) 和力 f(t) 时的运

动 q(t) = [θ(t) r(t)]T。我们将在第四章展示如何通过计算机仿真确定给定控制输入 n(t)

和 f(t) 时的 q(t)。
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根据我们对力和惯量的讨论，很容易识别动力学方程中的各项。每个方程中的第一

项是涉及质量和惯量的加速度项。(9) 中的第二项是科里奥利项，而 (10) 中的第二项是
向心项。第三项是重力项。

c. 机械臂动力学
通过使用向量，机械臂方程可以写成方便的形式。事实上，注意[
(m1 +m2)r

2 0

0 m2

][
θ̈

r̈

]
+

[
2(m1 +m2)rṙθ̇

−(m1 +m2)rθ̇
2

]
+

[
(m1 +m2)gr cos θ
(m1 +m2)g sin θ

]
=

[
n

f

]
(3.26)

我们将此向量方程符号化为

M(q)q̈ + V (q, q̇) +G(q) = τ (3.27)

注意，确实，惯量矩阵 M(q) 是 q 的函数（即 θ 和 r 的函数），科里奥利/向心向量
V (q, q̇) 是 q 和 q̇ 的函数，重力向量 G(q) 是 q 的函数。

例 3.2-2：二连杆平面肘形机械臂的动力学
在例 A.2-2 中给出了二连杆平面 RR 机械臂的运动学。为了确定其动力学，请检查

图 3.2.4，其中我们假设连杆质量集中在连杆末端。关节变量为

q = [θ1 θ2]
T (3.28)

广义力向量为

τ =

[
τ1

τ2

]
(3.29)

其中 τ1 和 τ2 是由驱动器提供的扭矩。

a. 动能和势能
对于连杆 1，动能和势能为

K1 =
1

2
m1a

2
1θ̇

2
1 (3.30)

P1 = m1ga1 sin θ1 (3.31)

对于连杆 2，我们有

x2 = a1 cos θ1 + a2 cos(θ1 + θ2) (3.32)

y2 = a1 sin θ1 + a2 sin(θ1 + θ2) (3.33)

ẋ2 = −a1 sin θ1θ̇1 − a2 sin(θ1 + θ2)(θ̇1 + θ̇2) (3.34)

ẏ2 = a1 cos θ1θ̇1 + a2 cos(θ1 + θ2)(θ̇1 + θ̇2) (3.35)

因此，速度平方为

v22 = ẋ22 + ẏ22 = a21θ̇
2
1 + a22(θ̇1 + θ̇2)

2 + 2a1a2(θ̇1 + θ̇2)θ̇1 cos θ2 (3.36)
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因此，连杆 2 的动能为

K2 =
1

2
m2v

2
2 =

1

2
m2a

2
1θ̇

2
1 +

1

2
m2a

2
2(θ̇1 + θ̇2)

2 +m2a1a2(θ̇1 + θ̇2)θ̇1 cos θ2 (3.37)

连杆 2 的势能为

P2 = m2gy2 = m2g[a1 sin θ1 + a2 sin(θ1 + θ2)] (3.38)

b. 拉格朗日方程
整个机械臂的拉格朗日量为

L = K − P = K1 +K2 − P1 − P2 (3.39)

=
1

2
(m1 +m2)a

2
1θ̇

2
1 +

1

2
m2a

2
2(θ̇1 + θ̇2)

2 (3.40)

+m2a1a2(θ̇1 + θ̇2)θ̇1 cos θ2 − (m1 +m2)ga1 sin θ1 (3.41)

−m2ga2 sin(θ1 + θ2) (3.42)

(3.2.14) 所需的项为

∂L

∂q̇
=

[
(m1 +m2)a

2
1θ̇1 +m2a

2
2(θ̇1 + θ̇2) +m2a1a2(2θ̇1 + θ̇2) cos θ2

m2a
2
2(θ̇1 + θ̇2) +m2a1a2θ̇1 cos θ2

]
(3.43)

d

dt

∂L

∂q̇
=

[
(m1 +m2)a

2
1θ̈1 +m2a

2
2(θ̈1 + θ̈2) +m2a1a2(2θ̈1 + θ̈2) cos θ2 −m2a1a2(2θ̇1 + θ̇2)θ̇2 sin θ2

m2a
2
2(θ̈1 + θ̈2) +m2a1a2θ̈1 cos θ2 −m2a1a2θ̇1θ̇2 sin θ2

]
(3.44)

∂L

∂q
=

[
−(m1 +m2)ga1 cos θ1 −m2ga2 cos(θ1 + θ2)

−m2a1a2(θ̇1 + θ̇2)θ̇1 sin θ2 −m2ga2 cos(θ1 + θ2)

]
(3.45)

最后，根据拉格朗日方程，机械臂动力学由两个耦合的非线性微分方程给出

[(m1 +m2)a
2
1 +m2a

2
2 + 2m2a1a2 cos θ2]θ̈1 + [m2a

2
2 +m2a1a2 cos θ2]θ̈2 (3.46)

−m2a1a2(2θ̇1 + θ̇2)θ̇2 sin θ2 + (m1 +m2)ga1 cos θ1 +m2ga2 cos(θ1 + θ2) = τ1

[m2a
2
2 +m2a1a2 cos θ2]θ̈1 +m2a

2
2θ̈2 +m2a1a2θ̇

2
1 sin θ2 +m2ga2 cos(θ1 + θ2) = τ2

c. 机械臂动力学
将机械臂动力学写成向量形式得到[

(m1 +m2)a
2
1 +m2a

2
2 + 2m2a1a2 cos θ2 m2a

2
2 +m2a1a2 cos θ2

m2a
2
2 +m2a1a2 cos θ2 m2a

2
2

][
θ̈1

θ̈2

]
(3.47)

+

[
−m2a1a2(2θ̇1 + θ̇2)θ̇2 sin θ2

m2a1a2θ̇
2
1 sin θ2

]
+

[
(m1 +m2)ga1 cos θ1 +m2ga2 cos(θ1 + θ2)

m2ga2 cos(θ1 + θ2)

]
=

[
τ1

τ2

]
(3.48)
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其中

M(q) =

[
(m1 +m2)a

2
1 +m2a

2
2 + 2m2a1a2 cos θ2 m2a

2
2 +m2a1a2 cos θ2

m2a
2
2 +m2a1a2 cos θ2 m2a

2
2

]
(3.49)

这些机械臂动力学采用标准形式

M(q)q̈ + V (q, q̇) +G(q) = τ (3.50)

其中 M(q) 为惯量矩阵，V (q, q̇) 为科里奥利/向心向量，G(q) 为重力向量。注意 M(q)

是对称的。

习题 3.2-3：三连杆圆柱形机械臂的动力学
我们在例 A.2-1 中研究三连杆圆柱形机械臂的运动学。在图 3.2.5 中，关节变量向

量为

q = [θ h r]T (3.51)

证明机械臂动力学由下式给出
J +m1r

2 +m2r
2 0 0

0 m1 +m2 0

0 0 m2



θ̈

ḧ

r̈

+


2(m1 +m2)rṙθ̇

0

−(m1 +m2)rθ̇
2

+


0

(m1 +m2)g

0

 =


n

fh

fr


(3.52)

其中 J 是基座连杆的惯量，力向量为

τ =


n

fh

fr

 (3.53)

3.2.3 推导操作器动力学

我们在几个例子中展示了如何应用拉格朗日方程计算任何给定机器人机械臂的动

力学方程。在例子中，我们发现的动力学总是具有特殊形式

M(q)q̈ + V (q, q̇) +G(q) = τ (3.54)

其中 q 为关节变量向量，τ 为广义力/扭矩向量。在本小节中，我们推导一般机器人机
械臂的动力学。它们将采用这种相同的形式。

为了获得一般机器人机械臂动力学方程，我们确定机械臂动能和势能，然后拉格朗

日量，最后代入拉格朗日方程 (3.2.14) 获得最终结果 [Paul 1981, Lee et al. 1983, Asada
and Slotine 1986, Spong and Vidyasagar 1989]。

机械臂动能
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给定连杆 i 上以相对于连接到该连杆的坐标系 i 的坐标 ir 表示的一个点，该点在

基坐标系中的坐标为 
x

y

z

1

 = Ti
ir (3.55)

其中 Ti 是附录 A 中定义的 4× 4 齐次变换矩阵。注意 Ti 是关节变量 q1, q2, . . . , qi 的函

数。因此，该点在基坐标系中的速度为
ẋ

ẏ

ż

0

 =
i∑

j=1

∂Ti
∂qj

q̇j
ir (3.56)

由于当 j > i 时，∂Ti/∂qj = 0，我们可以将上限求和替换为 n，即连杆数。如果已

知机械臂矩阵 Ti，则可以计算 4× 4 矩阵 ∂Ti/∂qj。

以速度 v = [vx vy vz]
T 运动的无穷小质量 dm 的动能为

dKi =
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)dm =

1

2
trace(Ṫi ir ir

T
Ṫ T
i )dm (3.57)

因此，连杆 i 的总动能为

Ki =

∫
link i

dKi =
1

2
trace

[
i∑

j=1

i∑
k=1

∂Ti
∂qj

q̇j

(∫
link i

ir ir
T
dm

)
∂T T

i

∂qk
q̇k

]
(3.58)

将 dKi 的表达式代入，我们可以将积分移到求和内。然后，为连杆 i 定义 4× 4 伪

惯量矩阵为

Mi =

∫
link i

ir ir
T
dm (3.59)

我们可以将连杆 i 的动能写为

Ki =
1

2

i∑
j=1

i∑
k=1

trace
(
∂Ti
∂qj

Mi
∂T T

i

∂qk

)
q̇j q̇k =

1

2
qTM(q)q̇ (3.60)

让我们继续寻找机械臂总动能之前简要讨论伪惯量矩阵。令

ir = [x y z 1]T (3.61)

为无穷小质量 dm 在坐标系 i 中的坐标。那么，展开 (3.2.20) 得到

Mi =


∫
x2dm

∫
xydm

∫
xzdm

∫
xdm∫

xydm
∫
y2dm

∫
yzdm

∫
ydm∫

xzdm
∫
yzdm

∫
z2dm

∫
zdm∫

xdm
∫
ydm

∫
zdm

∫
dm

 (3.62)
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其中积分在连杆 i 的体积上进行。这是一个对每个连杆计算一次的常数矩阵。它取决于

连杆 i 的几何形状和质量分布。实际上，根据连杆 i 的惯性矩

Ixx =

∫
(y2 + z2)dm (3.63)

Iyy =

∫
(x2 + z2)dm (3.64)

Izz =

∫
(x2 + y2)dm (3.65)

惯性积

Ixy =

∫
xydm (3.66)

Ixz =

∫
xzdm (3.67)

Iyz =

∫
yzdm (3.68)

和一阶矩

mx =

∫
xdm = mxc (3.69)

my =

∫
ydm = myc (3.70)

mz =

∫
zdm = mzc (3.71)

其中 m 为连杆 i 的总质量，

xc =
1

m

∫
xdm (3.72)

是连杆 i 质心在坐标系 i 中的坐标，我们可以写出

Mi =


1
2
(−Ixx + Iyy + Izz) Ixy Ixz mxc

Ixy
1
2
(Ixx − Iyy + Izz) Iyz myc

Ixz Iyz
1
2
(Ixx + Iyy − Izz) mzc

mxc myc mzc m

 (3.73)

这些量要么在机械臂制造商的规格表中列出，要么可以从那里列出的量计算得出。

回到我们的推导，机械臂总动能可以写为

K =
n∑

i=1

Ki =
1

2

n∑
i=1

i∑
j=1

i∑
k=1

trace
(
∂Ti
∂qj

Mi
∂T T

i

∂qk

)
q̇j q̇k (3.74)

由于矩阵和的迹是各个迹的和，我们可以交换求和和迹算子得到

K =
1

2

n∑
j=1

n∑
k=1

mjkq̇j q̇k =
1

2
q̇TM(q)q̇ (3.75)
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或

K =
1

2
q̇TM(q)q̇ (3.76)

其中 n× n 机械臂惯量矩阵 M(q) 的元素定义为

mjk =
n∑

i=max(j,k)

trace
(
∂Ti
∂qj

Mi
∂T T

i

∂qk

)
(3.77)

由于当 j > i 时，∂Ti/∂qj = 0，我们可以更有效地将其写为

mjk =
n∑

i=max(j,k)

trace
(
∂Ti
∂qj

Mi
∂T T

i

∂qk

)
(3.78)

方程 (3.2.29) 正是我们一直在寻求的；它提供了以已知量和关节变量 q 表示的机械

臂动能的方便表达式。由于 mjk = mkj，惯量矩阵 M(q) 是对称的。由于动能是正的，

只有当广义速度为零时才消失，惯量矩阵 M(q) 也是正定的。注意动能取决于 q 和 q̇。

机械臂势能
如果连杆 i 具有质量 mi 和以其坐标系 i 的坐标表示的质心，该连杆的势能为

Pi = −mig
TTi

iri (3.79)

其中重力向量以基坐标表示为

g =


gx

gy

gz

0

 (3.80)

如果机械臂是水平的，在海平面上，基座 z 轴垂直向上，那么

g =


0

0

−9.8

0

m/s2 (3.81)

因此，机械臂总势能为

P =
n∑

i=1

Pi = −
n∑

i=1

mig
TTi

iri (3.82)

注意 P 仅取决于关节变量 q，而不取决于关节速度 q̇。

注意 −mig
TTi 是连杆 i 伪惯量矩阵 Mi 的最后一列，我们可以写出

P = −
n∑

i=1

mig
TTi

iri (3.83)
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其中 e4 是 4× 4 单位矩阵的最后一列（即 e4 = [0 0 0 1]T）。

拉格朗日方程
机械臂拉格朗日量为

L = K − P =
1

2
q̇TM(q)q̇ − P (q) (3.84)

动能是关节速度向量的二次函数，势能独立于 q̇ 是一个基本性质。

拉格朗日方程 (3.2.14) 现在所需的项由下式给出

∂L

∂q̇
=M(q)q̇ (3.85)

d

dt

∂L

∂q̇
=M(q)q̈ + Ṁ(q)q̇ (3.86)

∂L

∂q
=

1

2

∂

∂q
(q̇TM(q)q̇)− ∂P (q)

∂q
(3.87)

因此，机械臂动力学方程为

M(q)q̈ + Ṁ(q)q̇ − 1

2

∂

∂q
(q̇TM(q)q̇) +

∂P (q)

∂q
= τ (3.88)

定义科里奥利/向心向量

V (q, q̇) = Ṁ(q)q̇ − 1

2

∂

∂q
(q̇TM(q)q̇) (3.89)

和重力向量

G(q) =
∂P (q)

∂q
(3.90)

我们可以写出

M(q)q̈ + V (q, q̇) +G(q) = τ (3.91)

这正是我们一直在寻求的机器人动力学方程的最终形式。

M(q) 元素相对于旋转关节变量 qi = θi 的单位是 kg-m2。M(q) 元素相对于平移

关节变量 qi = di 的单位是千克。V (q, q̇) 和 G(q) 元素相对于旋转关节变量的单位是

kg-m2/s2。V (q, q̇) 和 G(q) 元素相对于平移关节变量的单位是 kg-m/s2。

3.3 机器人方程的结构与性质

在本节中，我们研究动力学机械臂方程的详细结构和性质，因为这种结构应该反映

在控制律的形式中。如果在设计阶段结合机械臂的已知性质，控制器会更简单更有效。

实际上，机器人机械臂总是受摩擦和干扰的影响。因此，我们将我们刚刚推导出的

机械臂模型推广，将机械臂动力学写为

M(q)q̈ + V (q, q̇) + Fv q̇ + Fd(q̇) +G(q) + τd = τ (3.92)
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其中 q 为关节变量 n 维向量，τ 为广义力的 n 维向量。M(q) 是惯量矩阵，V (q, q̇) 是科

里奥利/向心向量，G(q) 是重力向量。我们添加了一个摩擦项

F (q̇) = Fv q̇ + Fd(q̇) (3.93)

其中 Fv 是粘性摩擦系数矩阵，Fd 是动态摩擦项。还添加了一个干扰 τd，它可以表示，

例如，任何建模不准确的动力学。

摩擦不是一个容易建模的项，实际上，可能是机械臂动力学模型中最难描述的项。

关于摩擦的更多讨论可以在 [Schilling 1990] 中找到。
我们有时将机械臂动力学写为

M(q)q̈ +N(q, q̇) = τ (3.94)

其中

N(q, q̇) = V (q, q̇) + F (q̇) +G(q) + τd (3.95)

表示非线性项。

让我们检查机器人动力学方程中每一项的结构和性质。这项研究将为我们提供很大

的洞察力，我们在后续章节中推导机器人控制方案时会用到。我们在表 3.3.1 中总结了
发现的性质。当我们发展每个性质时，参考例 3.2.1到 3.2.3以验证这些性质确实在那里
成立是值得的。在本节末尾的例 3.3.1 中，我们说明了二连杆平面肘形机械臂的几个性
质。

表 3.1: 机器人方程及其性质
机器人方程
动力学 M(q)q̈ + V (q, q̇) + Fv q̇ + Fd(q̇) +G(q) + τd = τ

状态空间 ẋ = Ax+Bu，其中 u = τ，x = [qT q̇T ]T

性质
惯量矩阵 对称、正定的有界矩阵

科里奥利/向心 包含 q̇ 的二次项

摩擦 F (q̇) = Fv q̇ + Fd(q̇)

干扰 ||τd|| ≤ d

线性参数化 M(q)q̈ + V (q, q̇) + Fv q̇ + Fd(q̇) +G(q) = W (q, q̇, q̈)ϕ

斜对称 S(q, q̇) = Ṁ(q)− 2Vm(q, q̇) 是斜对称的

无源性
∫ T

0
q̇T τdt ≥ −γ2

能量守恒 K̇ = q̇T (τ −G)
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3.3.1 惯量矩阵性质

正如我们所见，M(q) 是对称且正定的。实际上，机械臂动能为

K =
1

2
q̇TM(q)q̇ (3.96)

下一小节给出了 M 的一些表达式。

M(q) 的另一个重要性质是它上下有界。即，

µ1I ≤M(q) ≤ µ2I (3.97)

其中 µ1 和 µ2 是可以为任何给定机械臂计算的标量（见例 3.3.1）。当我们说 µ1I ≤M(q)，

例如，我们的意思是 (M(q)− µ1I) 是半正定的。即，

xT (M − µ1I)x ≥ 0 (3.98)

对所有 x ∈ Rn 成立。

同样，惯量矩阵的逆是有界的，因为

1

µ2

I ≤M−1(q) ≤ 1

µ1

I (3.99)

如果机械臂是旋转关节的，界限 µ1 和 µ2 是常数，因为 q 只通过 sin 和 cos 项出现
在 M(q) 中，它们的大小被 1 限制（见例 3.2.2 和 3.3.1）。另一方面，如果机械臂有平
移关节，那么 µ1 和 µ2 可能是 q 的标量函数。见例 3.2.1，其中 M(q) 被 µ2 = mr2（如

果 r > 1）上界限制。

惯量矩阵的有界性也可以表示为

m1 ≤ ||M(q)|| ≤ m2 (3.100)

其中任何诱导矩阵范数可以用来定义正标量 m1 和 m2。

3.3.2 科里奥利/向心项性质

一瞥 (3.2.42)就会发现一个问题，如果不理解，会使机器人动力学的研究变得混乱。
这个 V (q, q̇) 项的简化将需要对矩阵 [即 M(q)] 关于 n 维向量 q 求导。然而，这样的导

数不是矩阵，而是三阶张量——即，它们必须用三个指标表示，而不是两个。有几种方

法可以解决这个问题，涉及几个新量的定义。

V (q, q̇) 的克罗内克积分析
让我们首先从克罗内克积 [Brewer 1978] 的角度检查项 V (q, q̇)，克罗内克积对两个

矩阵 A、B 定义为

A⊗ B = [aijB] (3.101)
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其中 A 有元素 aij，[aijB] 表示由 p× q 块 aijB 组成的 np×mq 块矩阵。因此，对于 A、

B、C、D，我们有

(A⊗ B)(C ⊗D) = AC ⊗ BD (3.102)

对于矩阵 A(q)、B(q)，定义矩阵导数为

∂A

∂q
=
[
∂A
∂q1

· · · ∂A
∂qn

]
(3.103)

然后我们可以证明乘积法则

∂

∂q
(AB) =

∂A

∂q
(In ⊗ B) + A

∂B

∂q
(3.104)

其中 In 是 n× n 单位矩阵。

现在我们可以检查科里奥利/向心向量 V (q, q̇)[Koditschek 1984, Gu and Loh 1988]。
在 (3.2.42) 上使用 (3.3.11) 两次，我们可以获得

V (q, q̇) =
dM

dt
q̇ − 1

2
(In ⊗ q̇T )

∂M

∂q
q̇ (3.105)

或

V (q, q̇) = [Ṁ(q)− 1

2
U(q)]q̇ (3.106)

其中

U(q) =
[
∂M
∂q1

· · · ∂M
∂qn

]
(3.107)

Ṁ =
n∑

j=1

∂M

∂qj
q̇j (3.108)

矩阵系数由下式给出

∂M

∂qj
=


∂m1j

∂q1
· · · ∂m1j

∂qn... . . . ...
∂mnj

∂q1
· · · ∂mnj

∂qn

 (3.109)

为了找到 Vm1 的等效表达式，注意

∂

∂q
(q̇TMq̇) =

∂

∂q
(q̇TM)q̇ + (In ⊗ q̇T )

∂MT

∂q
q̇ (3.110)

这可以写为
∂

∂q
(q̇TMq̇) =

[
∂

∂q
(q̇TM) + (In ⊗ q̇T )

∂M

∂q

]
q̇ (3.111)

或
∂

∂q
(q̇TMq̇) =

[
q̇T
∂M

∂q
+ (In ⊗ q̇T )

∂M

∂q

]
q̇ (3.112)
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（注意 ∂M/∂qi 是对称的。）因此，

Vm1(q, q̇) =
1

2

[
Ṁ(q) + (In ⊗ q̇T )

∂M

∂q

]
q̇ (3.113)

当使用适当的定义时，我们可以写出

Vm1(q, q̇) =
1

2
[Ṁ(q) + UT (q)]q̇ (3.114)

也可以写出（见习题）

Vm2(q, q̇) =
1

2
[Ṁ(q) + U(q)]q̇ (3.115)

由于 Vv(q̇)在 q̇ 中是线性的，因此 V (q, q̇)在 q̇ 中是二次的。事实上，可以证明（见

习题）

V (q, q̇) =


q̇TV1(q)q̇

...
q̇TVn(q)q̇

 (3.116)

对于 Vi(q) 的适当定义 [Craig 1988]。确实，Vi(q) 是对称的 n× n 矩阵。

由于 V (q, q̇) 在 q̇ 中是二次的，它可以被 q̇ 的二次函数上界限制。即，

||V (q, q̇)|| ≤ vb(q)||q̇||2 (3.117)

其中 vb(q) 是已知的标量函数，|| · || 是任何适当的范数。对于旋转机械臂，vb 是与 q 无

关的常数。见例 3.2.2 和 3.3.1，其中 q̇ 中的二次项乘以 sin θ2，其大小被 1 限制。另一
方面，对于具有平移关节的机械臂，vb(q) 可能是 q 的函数；见例 3.2.1 和 3.2.3，其中
V (q, q̇) 有一个在 q̇ 中的二次项乘以 r。

为了帮助确定给定机器人机械臂的 vb(q)，注意 V (q, q̇) = Vv(q̇)q̇，因此

||V (q, q̇)|| ≤ ||Vv(q)|| · ||q̇|| (3.118)

其中 ||Vv(q)|| 在 (3.3.23) 中定义。因此，对于旋转机械臂

vb = sup
q

||Vv(q)|| (3.119)

我们可以注意到 q̇2 ≡ q̇ ⊗ q̇，因此

q̇2 =
[
q̇21 q̇1q̇2 · · · q̇1q̇n q̇2q̇1 · · · q̇2n

]T
(3.120)

这是一个由 q̇ 分量所有可能乘积组成的 n2 维向量。这允许我们证明

||q̇||2 = ||q̇2|| (3.121)
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在这个证明中，我们还需要恒等式

(A⊗ B)T = AT ⊗ BT (3.122)

对任何矩阵 A 和 B 成立。注意：(A⊗ B)T = AT ⊗ BT 不成立。

现在我们可以使用这些各种恒等式来证明

Vm(q, q̇) = Vm1(q) + Vv1(q)(In ⊗ q̇) = Vm2(q)− Vv2(q)(In ⊗ q̇) (3.123)

因此

V (q, q̇) = Vm(q)q̇ = Vm1(q, q̇)q̇ = Vm2(q, q̇)q̇ (3.124)

其中

Vm1(q) =
1

2
[Ṁ(q) + UT (q)] (3.125)

Vm2(q) =
1

2
[Ṁ(q) + U(q)] (3.126)

注意，一般来说，Vm1 ̸= Vm2。

就 M 和 U 而言，机械臂动力学可以写为

M(q)q̈ + Vm(q)q̇ +G(q) = τ (3.127)

在这一点上，我们可以证明一个恒等式，它在构建高级控制方案时非常有用。我们

称之为斜对称性质；它表明 M(q) 的导数和科里奥利向量以非常特殊的方式相关。事实

上，

Ṁ − 2Vm = −(Ṁ − 2Vm)
T (3.128)

由于矩阵减去其转置总是斜对称的，这是一个重要的恒等式。如果使用 Vm1 代替

Vm2，这也成立。

重要的是要注意，(3.3.33)中的第一个等式成立是因为 q̇乘以 Ṁ−2Vm。即，q̇T (Ṁ−
2Vm)q̇ = 0，因此 (Ṁ − 2Vm) 本身不一定是斜对称的。然而，可以定义一个矩阵 Vm，使

得

V (q, q̇) = Vm(q, q̇)q̇ (3.129)

和

S(q, q̇) ≡ Ṁ(q)− 2Vm(q, q̇) (3.130)

是斜对称的，因此对所有 x ∈ Rn，xTSx = 0。确实，根据 (3.3.13) 和 (3.3.27)，我们可
以定义

Vm(q, q̇) =
1

2
[Ṁ(q)− UT (q)] (3.131)

因为那么斜对称矩阵只不过是

S = Ṁ − 2Vm = U − UT (3.132)
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这个 Vm 是在几个现代自适应和鲁棒控制算法中使用的标准定义，也是我们在本书

其余部分要使用的定义。因此，我们将机械臂方程写为

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) = τ (3.133)

或

M(q)q̈ + V (q, q̇) +G(q) = τ (3.134)

注意，可以将 V (q, q̇) 分成其科里奥利和向心分量为

V (q, q̇) = Vcor(q) + Vcen(q, q̇) (3.135)

其中

Vcor(q) = Ṁ(q)q̇ − Vcen(q, q̇) (3.136)

和 Vcen 是 (3.3.26) 中所有平方项 q̇2i 被移除的 q̇2[Craig 1988]（见习题）。
V (q, q̇) 的分量分析
科里奥利/向心向量的克罗内克积分析的替代方法是基于 V (q, q̇) 标量分量的分析，

这提供了额外的洞察力。

就惯量矩阵 M(q) 的分量 mkj(q) 而言，我们可以将 (3.2.38)-(3.2.40) 分量写为

∂K

∂q̇k
=
∑
j

mkj q̇j (3.137)

d

dt

∂K

∂q̇k
=
∑
j

mkj q̈j +
∑
i,j

∂mkj

∂qi
q̇iq̇j (3.138)

∂K

∂qk
=

1

2

∑
i,j

∂mij

∂qk
q̇iq̇j (3.139)

其中所有求和都是在关节数 n上进行的。现在，拉格朗日方程表明机械臂动力学分量表

示为 ∑
j

mkj q̈j +
∑
i,j

[
∂mkj

∂qi
− 1

2

∂mij

∂qk

]
q̇iq̇j +

∂P

∂qk
= τk (3.140)

其中 n 是关节数。

通过交换求和顺序并利用对称性，

∑
i,j

∂mkj

∂qi
q̇iq̇j =

1

2

∑
i,j

[
∂mkj

∂qi
+
∂mki

∂qj

]
q̇iq̇j (3.141)

因此，我们可以定义

vijk =
1

2

[
∂mkj

∂qi
+
∂mki

∂qj
− ∂mij

∂qk

]
(3.142)
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并将机械臂动力学写为 ∑
j

mkj q̈j +
∑
i,j

vijkq̇iq̇j +
∂P

∂qk
= τk (3.143)

vijk 的循环对称性使我们能够推导出这个方程中对应于科里奥利/向心向量 V (q, q̇)

的第二项的重要性质。量 vijk被称为（第一类）克里斯托费尔符号 [Borisenko and Tarapov
1968]。

(3.3.36) 中定义的矩阵 Vm 的分量 vkj 由下式给出

vkj =
∑
i

vijkq̇i (3.144)

3.3.3 重力、摩擦与干扰性质

重力项 G(q) 的性质
根据 (3.2.43) 和 (3.2.36)，

G(q) =
∂P

∂q
= −

n∑
i=1

mig
T ∂Ti
∂q

iri (3.145)

因此使用 (3.3.11) 两次揭示

G(q) = −
n∑

i=1

mi(In ⊗ gT )
∂Ti
∂q

iri (3.146)

可以为任何给定机器人机械臂导出重力项的界限。因此

||G(q)|| ≤ gb(q) (3.147)

其中 || · || 是任何适当的向量范数，gb 是可以为任何给定机械臂确定的标量函数（见例
3.3.1）。对于旋转机械臂，gb 是与关节向量 q 无关的常数，但对于具有平移连杆的机械

臂，gb 可能取决于 q。见 3.2 节和例 3.3.1 中的例子来验证这些说法。
摩擦项 F (q̇) 的性质
机械臂方程 (3.3.1) 中的摩擦形式为

F (q̇) = Fv q̇ + Fd(q̇) (3.148)

其中 Fv 是粘性摩擦系数矩阵，Fd 是动态摩擦项。摩擦系数是为给定机械臂最难确定

的参数之一，实际上，(3.3.52) 仅代表其影响的近似数学模型。更多讨论见 [Craig 1988,
Schilling 1990]。

由于摩擦是局部效应，我们可以假设 F (q̇) 在关节之间是解耦的，因此

F (q̇) =


f1(q̇1)

...
fn(q̇n)

 (3.149)
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其中 fi(·)是可以为任何给定机械臂确定的已知标量函数。我们为将来使用定义了 vec{·}
函数。

粘性摩擦通常可以假设具有形式

Fv q̇ = diag{vi}q̇ (3.150)

其中 vi 是已知常数系数。那么 Fv = diag{vi}，一个对角元素为 vi 的对角矩阵。动态摩

擦通常可以假设具有形式

Fd(q̇) = diag{ki}sgn(q̇) (3.151)

其中 ki 是已知常数系数，符号函数对标量 x 定义为

sgn(x) =


+1, x > 0

−1, x < 0

0, x = 0

(3.152)

那么

Fd(q̇) = Kdsgn(q̇) (3.153)

其中 Kd = diag{ki} 是动态摩擦系数矩阵，向量 x 的符号函数定义为

sgn(x) = vec{sgn(xi)} =


sgn(x1)

...
sgn(xn)

 (3.154)

摩擦项的界限可以假设具有形式

||Fv q̇|| ≤ v||q̇||, ||Fd(q̇)|| ≤ k (3.155)

其中 v 和 k 对特定机械臂是已知的，|| · || 是合适的范数。
可以包含在 F (q̇) 中的另一个摩擦项是静摩擦，其分量具有形式

Fsi = ksisgn(q̇i), |q̇i| < ϵ (3.156)

其中 ksi 是关节 i 的静摩擦系数，ϵ 是一个小的正参数。我们通常忽略这个项。

干扰项 τd 的性质
机械臂方程 (3.3.1) 有一个干扰项 τd，它可以表示建模不准确的动力学等。我们假

设它是有界的，因此

||τd|| ≤ d (3.157)

其中 d 是可以为给定机械臂计算的标量常数，|| · || 是任何合适的范数。
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3.3.4 参数线性

机器人动力学方程享有的最后一个性质将在第五章中对我们非常有用。即，它在参

数中是线性的，这个性质首先在 [Craig 1988] 的自适应控制中被利用。这很重要，因为
一些或所有参数可能是未知的；因此动力学在未知项中是线性的。

这个性质可以表示为

M(q)q̈ + V (q, q̇) + Fv q̇ + Fd(q̇) +G(q) = W (q, q̇, q̈)ϕ (3.158)

其中 ϕ 是参数向量，W (q, q̇, q̈) 是取决于关节变量、关节速度和关节加速度的机器人函

数矩阵。这个矩阵可以为任何给定机器人机械臂计算，因此是已知的。见例 3.3.1。注意
干扰 τd 不包含在这个方程中。

例 3.3-1：二连杆平面肘形机械臂的结构和界限
二连杆平面机械臂的动力学在例 3.2.2 中给出。我们现在应该计算本节中定义的结

构矩阵，以及表 3.3.1 中需要的界限。摩擦界限是直接的，因此我们在这里不提及它们。
动力学矩阵为

M(q) =

[
(m1 +m2)a

2
1 +m2a

2
2 + 2m2a1a2 cos θ2 m2a

2
2 +m2a1a2 cos θ2

m2a
2
2 +m2a1a2 cos θ2 m2a

2
2

]
(3.159)

V (q, q̇) =

[
−m2a1a2(2θ̇1 + θ̇2)θ̇2 sin θ2

m2a1a2θ̇
2
1 sin θ2

]
(3.160)

G(q) =

[
(m1 +m2)ga1 cos θ1 +m2ga2 cos(θ1 + θ2)

m2ga2 cos(θ1 + θ2)

]
(3.161)

在表 3.3.1 中选择合适的范数并不总是简单的。在后续章节中要开发的控制算法中，
我们证明了就某种范数而言的适当性能，这通常可以是任何期望的范数。为了实现控制

器，必须选择特定的范数并评估界限。这个选择通常简单地取决于哪种范数使得可以评

估表中的界限。例如，选择向量的 2-范数需要评估 M(q) 的最大奇异值，这是一个非常

困难的任务。

选择向量的 ∞-范数意味着在每个采样时间确定 V (q(t), q̇(t)) 中具有最大幅度的元

素。这需要决策逻辑，范数可能不是连续的。因此，让我们在这个例子中使用 1-范数。
相应的矩阵诱导范数则是最大绝对列和（第 2 章）。

a. 惯量矩阵的界限
µ1 和 µ2 的评估相当于确定 M(q) 在所有 q 上的最小和最大特征值。这不是一件容

易的事，需要求解一些二次方程，尽管使用 Mathematica 或 Maple 等软件可以相当容
易地进行。因此，让我们找到 m1 和 m2。

M(q) 的诱导 1-范数是最大绝对列和。在确定这个范数的界限时，重要的是要考虑
关节角允许的运动范围。为了说明，假设 θ1 和 θ2 被限制在 ±π/2 以内。那么 1-范数总
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是以第 1 列表示为

||M(q)||1 = |(m1 +m2)a
2
1 +m2a

2
2 + 2m2a1a2 cos θ2|+ |m2a

2
2 +m2a1a2 cos θ2| (3.162)

这被下式上界限制

m2 = (m1 +m2)a
2
1 + 2m2a

2
2 + 3m2a1a2 (3.163)

和下界

m1 = (m1 +m2)a
2
1 +m2a

2
2 − 2m2a1a2 (3.164)

由于机械臂是旋转的，且 cos θ2 上下有界，M2 和 M1 是常数。重要的是要注意，如

果机械臂是旋转/平移（RP）的，因此关节变量为 (θ1, a2)，界限是 q 的函数。

b. 科里奥利和重力项的界限
使用

V (q, q̇) =

[
−m2a1a2(2θ̇1 + θ̇2)θ̇2 sin θ2

m2a1a2θ̇
2
1 sin θ2

]
(3.165)

找到科里奥利/向心向量的界限 vb，因此 vb = m2a1a2。

同样，对于重力界限，

G(q) =

[
(m1 +m2)ga1 cos θ1 +m2ga2 cos(θ1 + θ2)

m2ga2 cos(θ1 + θ2)

]
(3.166)

注意如果机械臂是 RP，那么 vb 和 gb 是 q 的函数。

c. 科里奥利/向心结构矩阵
我们现在列出本节讨论的 V (q, q̇)的各种结构矩阵。它们的计算留作练习（见习题）。

科里奥利/向心矩阵：

Vm1(q, q̇) =

[
−m2a1a2θ̇2 sin θ2 −m2a1a2(θ̇1 + θ̇2) sin θ2
m2a1a2θ̇1 sin θ2 0

]
(3.167)

Vm2(q, q̇) =

[
−m2a1a2θ̇2 sin θ2 m2a1a2θ̇1 sin θ2

−m2a1a2(θ̇1 + θ̇2) sin θ2 0

]
(3.168)

斜对称矩阵 S(q, q̇)：

S =

[
0 −m2a1a2(2θ̇1 + θ̇2) sin θ2

m2a1a2(2θ̇1 + θ̇2) sin θ2 0

]
(3.169)

对称矩阵 V1(q)、V2(q)：

V1(q) =

[
0 −m2a1a2 sin θ2

−m2a1a2 sin θ2 −m2a1a2 sin θ2

]
(3.170)

V2(q) =

[
m2a1a2 sin θ2 0

0 0

]
(3.171)
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位置/速度分解矩阵：

Vp(q) =

[
0 −m2a1a2(2θ̇1 + θ̇2) sin θ2

m2a1a2θ̇1 sin θ2 0

]
(3.172)

Vv(q̇) =

[
−m2a1a2θ̇2 sin θ2 −m2a1a2θ̇2 sin θ2

0 0

]
(3.173)

d. 机器人函数参数矩阵 W

机器人动力学在参数中是线性的。对于自适应控制的目的，应该选择表 3.3.1 中的
参数向量 ϕ，使其包含未知参数。

包括摩擦在内的动力学可以写为

τ = Wϕ (3.174)

其中

ϕ =



m1

m2

v1

k1

v2

k2


(3.175)

第二质量 m2 包括负载的质量。这个和摩擦系数通常是未知的。因此，选择

ϕ =



m1a
2
1 +m2a

2
1

m2a
2
2

m2a1a2

m1a1 +m2a1

m2a2

v1

v2

k1

k2



(3.176)

那么已知机器人函数的矩阵 W (q, q̇, q̈) 变为

W =

[
w11 w12 w13 w14 w15 θ̇1 sgn(θ̇1) 0 0

0 w22 w23 0 w25 0 0 θ̇2 sgn(θ̇2)

]
(3.177)
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其中

w11 = θ̈1 (3.178)

w12 = θ̈1 + θ̈2 (3.179)

w13 = (2θ̈1 + θ̈2) cos θ2 − (2θ̇1θ̇2 + θ̇22) sin θ2 (3.180)

w14 = g cos θ1 (3.181)

w15 = g cos(θ1 + θ2) (3.182)

w22 = θ̈1 + θ̈2 (3.183)

w23 = θ̈1 cos θ2 + θ̇21 sin θ2 (3.184)

w25 = g cos(θ1 + θ2) (3.185)

读者应该验证，有了这些定义，动力学可以表示为 τ = Wϕ。矩阵 W 由测量的关

节位置及其速度和加速度计算得出。

3.3.5 无源性与能量守恒

表 3.3.1 中给出的机械臂动力学的” 牛顿” 形式掩盖了一些我们应该在这里探讨的
重要物理性质 [Koditschek 1984]、[Ortega and Spong 1988]、[Johansson 1990]、[Slotine
and Li 1987]、[Slotine 1988]。注意动力学可以用斜对称矩阵 S(q, q̇) 写为

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) = τ (3.186)

其中摩擦和 τd 被忽略。现在，以 K 为动能，

K̇ =
1

2
q̇TṀ q̇ + q̇TMq̈ (3.187)

因此 (3.3.63) 产生
K̇ =

1

2
q̇T (Ṁ − 2Vm)q̇ + q̇T (τ −G) (3.188)

或

K̇ =
1

2
q̇TSq̇ + q̇T (τ −G) (3.189)

这是能量守恒的表述，右边表示来自净外力的功率输入。S(q, q̇) 的斜对称性只不过

是一个陈述，即虚拟力 S(q, q̇) 不做功。外力所做的功由下式给出

K(t)−K(0) =

∫ t

0

q̇T (τ −G)dt− 1

2

∫ t

0

q̇TSq̇dt =

∫ t

0

q̇T (τ −G)dt (3.190)

此时回忆机械臂从 τ(t) 到 q̇ 的无源性（第 1.5 节），它仅仅说明机械臂不能创造能
量。从控制的角度来看，无源系统不能变得不稳定。一些流行的控制方案（例如，标准

计算扭矩，第 3.4 节）的问题是它们破坏了无源性性质，如果系统参数不完全已知或存
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在干扰，可能导致不稳定。基于无源性的设计确保闭环系统是无源的（见第 4.3 节、上
面引用的参考文献和 [Anderson 1989]）。

这个分析不包括摩擦项。无论 f(q̇) 的形式如何，一个合理的假设是摩擦是耗散的，

因此 fi(x) 仅位于第一和第三象限。这等价于

q̇TF (q̇) ≥ 0 (3.191)

在这一假设下，摩擦不会破坏机械臂的无源性。然后可以简单地修改 (3.3.63) 设计
的控制器以包含摩擦 [Slotine 1988]。摩擦的耗散性质允许人们将系统的带宽增加到经典
极限之外。

3.4 状态变量表示与反馈线性化

机器人机械臂动力学方程在表 3.3.1 中为

M(q)q̈ + V (q, q̇) + Fv q̇ + Fd(q̇) +G(q) + τd = τ (3.192)

其中 q(t) ∈ Rn 为关节变量向量，τ(t) 为控制输入。M(q) 是惯量矩阵，V (q, q̇) 是科里

奥利/向心向量，Fv(q̇) 是粘性摩擦，Fd(q̇) 是动态摩擦，G(q) 是重力，τd 是干扰。这些

项满足表 3.3.1 中所示的性质。我们也可以将动力学写为

M(q)q̈ +N(q, q̇) = τ (3.193)

其中非线性项表示为

N(q, q̇) = V (q, q̇) + Fv q̇ + Fd(q̇) +G(q) + τd (3.194)

在本节中，我们打算展示机械臂动力学方程的一些等价表述。

第 2章讨论的非线性状态变量表示具有许多从控制角度来看有用的性质。函数 u(t)

是控制输入，x(t) 是状态向量，描述能量在系统中如何存储。我们在这里展示如何将

(3.4.1) 放入这种形式。在第 4 章中，我们展示如何使用这种非线性状态变量形式使用计
算机仿真机器人臂的行为。在整本书中，我们将反复使用状态空间表述进行控制设计，

无论是非线性形式还是线性形式

ẋ = Ax+Bu (3.195)

在本节中，我们还介绍了非线性机器人方程反馈线性化的一般方法，它涉及以系统

的方式重新定义变量，以产生关于我们感兴趣的动态变量的线性状态方程。这个变量可

以是，例如，关节变量 q(t)、笛卡尔位置，或相机参考系中的位置。
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3.4.1 哈密顿公式

机械臂方程是使用拉格朗日力学推导的。在这里，让我们使用哈密顿力学 [Marion
1965] 推导机械臂动力学的状态变量表述 [Arimoto and Miyazaki 1984]、[Gu and Loh
1985]。为了简单起见，让我们忽略摩擦项和干扰 τd；它们可以很容易地在我们的推导结

束时添加。

在 3.2 节中，我们将机械臂拉格朗日量表示为

L(q, q̇) = K(q, q̇)− P (q) =
1

2
q̇TM(q)q̇ − P (q) (3.196)

其中 q(t) ∈ Rn 为关节变量，K 为动能，P 为势能，M(q) 为机械臂惯量矩阵。定义广

义动量为

p =
∂L

∂q̇
=M(q)q̇ (3.197)

那么我们有

q̇ =M−1(q)p (3.198)

以 p(t) 表示的动能为

K(q, p) =
1

2
pTM−1(q)p (3.199)

值得注意

∂K

∂q
= −1

2
(In ⊗ pT )

∂M−1

∂q
p =

1

2
(In ⊗ pT )M−1∂M

∂q
M−1p (3.200)

通过定义机械臂哈密顿量为

H(q, p) = K(q, p) + P (q) (3.201)

哈密顿运动方程为

q̇ =
∂H

∂p
=M−1(q)p (3.202)

ṗ = −∂H
∂q

+ τ = −∂K
∂q

− ∂P

∂q
+ τ (3.203)

注意
∂P

∂q
= G(q) (3.204)

评估 (3.4.13) 得到

ṗ =
1

2
(In ⊗ pT )M−1∂M

∂q
M−1p−G(q) + τ (3.205)

可以表示为（见习题）

ṗ = −Vm(q, q̇)q̇ −G(q) + τ (3.206)
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其中 G(q) 是重力向量，⊗ 是克罗内克积（见第 3.3 节）。
将状态向量定义为 x ∈ R2n

x =

[
q

p

]
(3.207)

我们看到机械臂动力学可以表示为

ẋ =

[
0 In

0 −VmM−1

]
x+

[
0

In

]
u−

[
0

G

]
(3.208)

其中控制输入定义为

u = τ (3.209)

这是形式为 (3.4.4) 的非线性状态方程。重要的是要注意，这个动力学方程在控制
输入 u 中是线性的，它激发广义动量 p(t) 的每个分量。

这个哈密顿状态空间表述在 [Arimoto and Miyazaki 1984]中使用李雅普诺夫方法推
导 PID 控制律，在 [Gu and Loh 1985] 中推导轨迹跟踪控制。

3.4.2 位置/速度公式

通过将位置/速度状态 x ∈ R2n 定义为

x =

[
q

q̇

]
(3.210)

可以获得机械臂动力学的替代状态空间表述。

为了简单起见，忽略干扰 τd 和摩擦 Fv + Fd(q̇)，注意根据 (3.4.2)，我们可以写出

q̈ =M−1(q)[τ −N(q, q̇)] (3.211)

现在，我们可以直接写出位置/速度状态空间表示

ẋ =

[
q̇

−M−1N

]
+

[
0

M−1

]
τ = f(x) + B(x)τ (3.212)

这是 (3.4.4) 的形式，u(t) = τ(t)。

也可以写出一个形式为 (3.4.5) 的替代线性状态方程

ẋ =

[
0 I

0 0

]
x+

[
0

I

]
u (3.213)

其中控制输入定义为

u =M−1(q)[τ −N(q, q̇)] (3.214)

这两个位置/速度状态空间表述在后续章节中都将证明是有用的。
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3.4.3 反馈线性化

现在让我们开发一种通用的方法，用于确定机械臂动力学 (3.4.1)-(3.4.2) 的线性状
态空间表示。该技术涉及一种线性化变换，它消除机械臂的非线性。它是 [Hunt et al.
1983, Gilbert and Ha 1984] 中反馈线性化技术的简化版本。另见 [Kreutz 1989]。
机器人动力学由 (3.4.2) 给出，q ∈ Rn。让我们定义一种通用类型的输出

y = h(q)− s(t) (3.215)

其中 h(q) 是关节变量 q ∈ Rn 的通用预定函数，s(t) 是通用预定时间函数。那么控制问

题将是选择关节扭矩和力输入 τ(t) 以使输出 y(t) 变为零。

h(q)和 s(t)的选择基于我们心中的控制目标。例如，如果 h(q) = −q 和 s(t) = qd(t)，

我们希望机械臂遵循的期望关节空间轨迹，那么 y(t) = qd(t)− q(t) = e(t)，关节空间跟

踪误差。在这种情况下强制 y(t) 为零将使关节变量 q(t) 跟踪它们的期望值 qd(t)，导致

机械臂轨迹跟踪。

作为另一个例子，h(q) 可以表示笛卡尔空间跟踪误差，yd 为位置误差，e0 ∈ R3 为

方向误差。将 y(t) 控制为零然后将导致直接在笛卡尔空间中的轨迹跟踪，毕竟，期望运

动通常是在那里指定的。

最后，−h(q) 可以表示到相机坐标系的非线性变换，s(t) 是该坐标系中的期望轨迹。
那么 y(t) 是相机坐标系跟踪误差。强制 y(t) 为零将产生相机空间中的跟踪运动。

反馈线性化变换
为了确定用于机器人控制器设计的线性状态变量模型，让我们简单地对输出 y(t)求

导两次以获得

ẏ =
∂h

∂q
q̇ − ṡ = Jq̇ − ṡ (3.216)

ÿ = Jq̈ + J̇ q̇ − s̈ (3.217)

其中我们定义了雅可比矩阵

J(q) ≡ ∂h

∂q
(3.218)

如果 y ∈ Rp，雅可比矩阵是 p× n 形式的矩阵

J =


∂h1

∂q1
· · · ∂h1

∂qn... . . . ...
∂hp

∂q1
· · · ∂hp

∂qn

 (3.219)

给定函数 h(q)，计算与 h(q) 相关的雅可比矩阵 J(q) 是直接的。在特殊情况下，如

果 q̇ 表示笛卡尔速度，J(q) 是附录 A 中讨论的机械臂雅可比矩阵。那么，如果所有关
节都是旋转的，J 的单位是长度单位。

根据 (3.4.2)，
q̈ =M−1(τ −N) (3.220)
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因此 (3.4.26) 产生

ÿ = JM−1(τ −N) + J̇ q̇ − s̈ (3.221)

定义控制输入函数

u = JM−1(τ −N) + J̇ q̇ − s̈ (3.222)

和干扰函数

w = JM−1τd (3.223)

现在我们可以将状态 x(t) ∈ R2p 定义为

x =

[
y

ẏ

]
(3.224)

并将机器人动力学写为

ẋ =

[
0 I

0 0

]
x+

[
0

I

]
u+

[
0

−w

]
= Ax+Bu+

[
0

−w

]
(3.225)

这是形式为

ẋ = Ax+Bu+

[
0

−w

]
(3.226)

的线性状态空间系统由控制输入 u(t) 和干扰 v(t) 驱动。由于 A 和 B 的特殊形式，该

系统被称为布鲁诺夫斯基标准形式（第 2 章）。读者应该确定可控性矩阵以验证它总是
从 u(t) 可控。

方程 (3.4.31) 被称为机器人动力学方程的线性化变换。我们可以反转这个变换以获
得

τ =MJ+(u− J̇ q̇ + s̈) +N + J+w (3.227)

其中 J+ 是雅可比矩阵 J(q) 的摩尔-彭若斯逆 [Rao and Mitra 1971]。如果 J(q) 是方阵

（即 p = n）且非奇异，那么 J+(q) = J−1(q)，我们可以写出

τ =MJ−1(u− J̇ q̇ + s̈) +N + J−1w (3.228)

正如我们将在第 4章看到的，反馈线性化提供了一种强大的控制设计技术。事实上，
如果我们选择 u(t)使得 (3.4.34)稳定（例如，一种可能性是 PD反馈 u = −Kvẏ−Kpy），

那么由 (3.4.36) 定义的控制输入扭矩 τ(t) 使机器人臂以 y(t) 变为零的方式移动。

在特殊情况 y(t) = q(t)，那么 J = I，(3.4.34) 简化为线性位置/速度形式 (3.4.22)。
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3.5 笛卡尔动力学与其他动力学

在 3.2 节中，我们以 q(t) 的时间行为推导了机器人动力学。根据表 3.3.1，

M(q)q̈ +N(q, q̇) = τ (3.229)

或

M(q)q̈ + V (q, q̇) + F (q̇) +G(q) + τd = τ (3.230)

其中非线性项为

N(q, q̇) = V (q, q̇) + F (q̇) +G(q) + τd (3.231)

我们称之为以关节空间形式表述的机械臂动力学，或简称为关节空间动力学。

3.5.1 笛卡尔机械臂动力学

拥有除关节变量 q(t) 以外的变量的动力学发展描述通常是有用的。因此，定义

y = h(q) (3.232)

其中 h(q) 通常是来自运动学的非线性变换。虽然 y(t) 可以是任何感兴趣的变量，让我

们在这里将其视为末端执行器的笛卡尔或任务空间位置（即在基坐标中末端执行器的位

置和方向）。

从关节空间动力学到笛卡尔动力学的推导类似于 3.4 节中的反馈线性化。将 (3.5.4)
求导两次得到

ẏ =
∂h

∂q
q̇ = Jq̇ (3.233)

ÿ = Jq̈ + J̇ q̇ (3.234)

其中雅可比矩阵为

J =
∂h

∂q
(3.235)

笛卡尔速度向量为 ẏ = [vT ωT ]T，其中 v ∈ R3 是线速度，ω ∈ R3 是角速度。让我

们假设连杆数为 n = 6，因此 J 是方阵。还假设我们远离工作空间奇异点，因此 |J | ̸= 0，

根据 (3.5.6)，我们可以写出
q̈ = J−1ÿ − J−1J̇ q̇ (3.236)

这是” 逆加速度” 变换。将其代入 (3.5.2) 得到

MJ−1ÿ −MJ−1J̇ q̇ +N = τ (3.237)

现在回忆力变换 τ = JTF，其中 F 是笛卡尔力向量（见附录 A），我们有

MJ−1ÿ −MJ−1J̇J−1ẏ +N = JTF (3.238)
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这可以写为

M ′ÿ +N ′ = F (3.239)

其中我们定义了笛卡尔惯量矩阵、非线性项和干扰为

M ′(q) = J−TM(q)J−1 (3.240)

N ′(q, q̇) = J−T [N(q, q̇)−M(q)J−1J̇ q̇] (3.241)

τ ′d = J−T τd (3.242)

方程 (3.5.9)-(3.5.10) 给出了机器人机械臂的笛卡尔或工作空间动力学。
注意，M ′、N ′ 和 τ ′d 取决于 q 和 q̇，因此严格来说，笛卡尔动力学并没有完全以 y

给出。然而，给定 y(t)，我们可以使用逆运动学确定 q(t)，因此 M ′、N ′、τ ′d 可以作为

y 和 ẏ 的函数使用计算机子程序计算。

3.5.2 笛卡尔动力学的结构与性质

重要的是要认识到，只要 J 是非奇异的，表 3.3.1 中列出的关节空间动力学的所有
性质都适用于笛卡尔动力学 [Slotine and Li 1987]。特别要注意，M ′ 是对称且正定的。

对于旋转机械臂，雅可比矩阵具有长度单位且是有界的。在这种情况下，M ′ 上下有界。

定义

V ′ = J−T (V −MJ−1J̇J−1ẏ) = J−T (V −MJ−1J̇ q̇) (3.243)

它遵循

V ′ = V ′
mẏ (3.244)

其中

V ′
m = J−TVmJ

−1 − J−TMJ−1J̇J−1 (3.245)

其中 Vm 在第 3.3 节中定义。
很容易证明

S ′ ≡ Ṁ ′ − 2V ′
m (3.246)

是斜对称的。确实，使用恒等式

dJ−1

dt
= −J−1J̇J−1 (3.247)

我们可以看到

S ′ = J−TSJ−1 (3.248)

这是斜对称的，因为 S 是斜对称的。

笛卡尔动力学中的摩擦项为

F ′ = J−TF (q̇) = J−TF (J−1ẏ) ≡ F ′(ẏ) (3.249)
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它们满足表 3.3.1 中那样的界限。注意在笛卡尔坐标中，摩擦效应不是解耦的（例如，
J−TFvJ

−1 不是对角矩阵）。笛卡尔重力向量

G′ = J−TG(q) (3.250)

是有界的。

参数线性性质成立并表示为

M ′ÿ + V ′ + F ′ +G′ = W ′(y, ẏ, ÿ)ϕ (3.251)

其中已知笛卡尔机器人函数为

W ′ = J−TW (3.252)

ϕ 是机械臂参数向量。

例 3.5-1：三连杆圆柱形机械臂的笛卡尔动力学
让我们展示如何将例 3.2.3 中找到的关节空间动力学转换为笛卡尔动力学。从例

A.3-1，机械臂雅可比矩阵为

J =


−r sin θ 0 cos θ
r cos θ 0 sin θ

0 1 0

 (3.253)

因此其逆为

J−1 =


− sin θ

r
cos θ
r

0

0 0 1

cos θ sin θ 0

 (3.254)

从例 3.2.3，机械臂惯量矩阵为

M =


J +m1r

2 +m2r
2 0 0

0 m1 +m2 0

0 0 m2

 (3.255)

应用 (3.5.11) 得到（验证！）

M ′ =


J+m1r2+m2r2

r2
0 0

0 m1 +m2 0

0 0 m2

 (3.256)

其中 J ′ = J
r2

+m1 +m2。

以类似的方式，可以计算 N ′。
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3.6 执行器动力学

我们已经在关节空间坐标和笛卡尔坐标中讨论了刚性机器人机械臂的动力学。然

而，机器人需要执行器来移动它；这些通常是电动或液压马达。因此，现在需要将执行

器动力学添加到机械臂动力学中，以获得机械臂加执行器系统的完整动力学描述。关于

执行器和传感器的良好参考文献由 [de Silva 1989] 提供。

3.6.1 带执行器的机械臂动力学

我们将考虑电动执行器的情况，假设电机是电枢控制的。液压执行器由类似的方程

描述。在本小节中，我们假设电枢电感可以忽略。

n-连杆机器人机械臂的方程来自表 3.3.1：

M(q)q̈ + V (q, q̇) + F (q̇) +G(q) + τd = τ (3.257)

其中 q ∈ Rn 是机械臂关节变量。驱动连杆的电枢控制直流电机的动力学由 n 个解耦方

程给出

JM q̈M +BM q̇M + FM + τ = KMv (3.258)

其中 q̇M = vec{q̇Mi}，q̇Mi 是第 i 个转子位置角，vec{αi} 表示分量为 αi 的向量。控制

输入是电机电压向量 v ∈ Rn。

执行器系数矩阵都是常数，由下式给出

JM = diag{JMi}, BM = diag{BMi}, KM = diag{KMiR
−1
ai } (3.259)

其中第 i 个电机具有惯量 JMi、转子阻尼常数 BMi、反电动势常数 Kbi、扭矩常数 KMi

和电枢电阻 Rai。

从第 i 个电机到第 i 个机械臂连杆的耦合齿轮比为 ri，我们定义使得

qi = riqMi 或 q = RqM (3.260)

如果第 i 个关节是旋转的，那么 ri 是小于 1 的无量纲常数。如果 qi 是平移的，那么 ri

具有 m/rad 单位。
执行器摩擦向量由下式给出

FM = vec{FMi} (3.261)

其中 FMi 是第 i 个转子的摩擦。

注意大写的”M” 表示电机常数和变量，而 Vm 是用克里斯托费尔符号定义的机械臂

科里奥利/向心向量。
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使用 (3.6.4) 在 (3.6.2) 中消去 qM，然后代入 (3.6.1) 中的 τ，得到以关节变量表示

的动力学

(M +R2JM)q̈ + (V +R2BM)q̇ + (F +RFM) +G+ τd = RKMv (3.262)

或，通过适当定义符号，

M ′(q)q̈ + V ′(q, q̇) + F ′(q̇) +G(q) + τ ′d = K ′v (3.263)

完整机械臂加执行器动力学的性质
完整动力学 (3.6.6) 与机器人动力学 (3.6.1) 具有相同的形式。很容易验证完整机械

臂加执行器动力学享有与表 3.3.1 中列出的机械臂动力学相同的性质（见习题）。特别
地，V ′ 是 Ṁ ′ 和斜对称矩阵之间差的一半，所有有界性假设都成立，参数线性成立。因

此，在我们设计控制器时，我们可以假设执行器已经包含在表 3.3.1 中的机械臂方程中。
独立关节动力学
在许多商业机器人机械臂中，齿轮比 ri 非常小，在执行器/连杆耦合中提供很大的

扭矩优势。这对机器人机械臂控制器的设计有重要的影响，大大简化了设计。

为了探索这一点，让我们按分量写出完整动力学

(JMir
2
i +mii)q̈i + (BMir

2
i + vi)q̇i + kisgn(q̇i) + di = k′ivi (3.264)

其中 B ≡ diag{Bi}，di 是由下式给出的干扰

di =
∑
j ̸=i

mij q̈j +
∑
j,k

Vjkiq̇j q̇k + gi + fi(q̇i) (3.265)

其中 mij 是 M ′ 的非对角元素，Vjki 是第 i 个连杆摩擦的张量分量，Gi 是第 i 个重力分

量。

这个方程表明，如果 ri 很小，机械臂动力学近似由 n 个具有常数系数的解耦二阶

方程给出。关节耦合和重力的动力学效应仅作为干扰项乘以 r2i 出现。也就是说，机器

人控制设计实际上只是控制执行器动力学的问题。

不幸的是，现代高性能任务使科里奥利和向心项变大，因此 di 不小。此外，现代高

性能机械臂具有接近统一的齿轮比（例如，直驱机械臂），因此非线性必须在任何认真

的控制设计中考虑。

3.6.2 三阶机械臂加执行器动力学

有时在控制设计中使用完整机器人机械臂的替代模型 [Tarn et al. 1991]。它是一个
三阶微分方程，当电机电枢电感不可忽略时应该使用。

当电枢电感 Li 不可忽略时，我们必须使用电枢控制直流电机方程代替 (3.6.2)

L
dI

dt
+RI +K ′

bq̇M = v (3.266)
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JM q̈M +BM q̇M + FM + τ = KT I (3.267)

其中 I ∈ Rn 是电枢电流向量，

L = diag{Li}, R = diag{Ri}, KT = diag{KT i}, K ′
b = diag{Kbir

−1
i } (3.268)

重要的是要注意，T 是电机电气时间常数矩阵。在前一小节中，假设这些时间常数

与电机机械时间常数相比可以忽略不计。

为了确定机械臂加直流电机执行器的整体动力学，在 (3.6.1)和 (3.6.10)之间消去 τ

以获得 I 的表达式。然后，求导以显式暴露 İ。将这些表达式代入 (3.6.9)（见习题）以
获得形式为

L′M ′(q)
...
q +D(q, q̇, q̈) = v (3.269)

的动力学。

系数矩阵 D 由下式给出

D(q) = TM ′(q) (3.270)

因此当 Li 很小时可以忽略不计。

3.6.3 具有关节柔性的动力学

我们假设执行器和机器人连杆之间的耦合通过具有齿轮比 ri 的刚性齿轮系提供。

在实际实践中，耦合存在齿隙和齿轮系柔性或弹性。这里我们在机械臂动力学模型中包

含关节的柔性，为了简单起见，假设 ri = 1。

这并不难做到。确实，假设耦合柔性被建模为刚性弹簧。那么在方程 (3.6.1)、(3.6.2)
中提到的扭矩只不过是

τ = Bs(q̇M − q̇) +Ks(qM − q) (3.271)

其中 Bs = diag{bsi}，Ks = diag{ksi}，bsi 和 ksi 是第 i 个齿轮系的阻尼和弹簧常数。因

此动力学方程变为

M(q)q̈ + V (q, q̇) +G(q) + Bs(q̇ − q̇M) +Ks(q − qM) = 0 (3.272)

JM q̈M +BM q̇M + FM − Bs(q̇M − q̇)−Ks(qM − q) = KMv (3.273)

这些方程的结构与表 3.3.1 中描述的刚性关节机械臂非常不同。我们在第 6 章讨论
具有关节柔性的机器人机械臂的控制（见 [Spong 1987]）。下一个例子展示了在控制柔性
关节机器人时可能出现的问题。

例 3.6-1：带柔性耦合轴的直流电机
为了关注关节柔性的影响，让我们检查单个电枢控制的直流电机通过具有显著柔性

的轴耦合到负载。电气和机械子系统如图 3.6.1 所示。
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电机电气方程为

L
di

dt
+Ri+Kbωm = u (3.274)

其中 i(t)、u(t) 分别是电枢电流和电压。反电动势为 eb = Kbωm。

柔性轴施加的相互作用力由下式给出 f = b(ωm − ωL) + k(θm − θL)，其中轴阻尼和

弹簧常数分别表示为 b 和 k。因此运动方程可以写为

Jmω̇m + bmωm + b(ωm − ωL) + k(θm − θL) = KT i (3.275)

JLω̇L − b(ωm − ωL)− k(θm − θL) = 0 (3.276)

其中下标 m 和 L 分别指电机参数和负载参数。假设负载惯量 JL 是常数。其余符号的

定义可以从前面的文本中推断。

为了将这些方程放入状态空间形式，将状态定义为

x =



θL

θm

ωL

ωm

i


(3.277)

其中 ωm、ωL 是电机和负载的角速度。那么

ẋ =



0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

− k
JL

k
JL

− b
JL

b
JL

0
k
Jm

− k
Jm

b
Jm

− (b+bm)
Jm

KT

Jm

0 0 0 −Kb

L
−R

L


x+



0

0

0

0
1
L


u (3.278)

a. 刚性耦合轴
如果耦合轴没有柔性，ωm = ωL = ω，状态方程简化为（见习题）

ẋ =


0 1 0

0 − (bm+bL)
J

KT

J

0 −Kb

L
−R

L

 x+

0

0
1
L

 u (3.279)

其中 x = [i ω]T，J = Jm + JL。将输出定义为电机速度得到

y =
[
0 0 1

]
x (3.280)

传递函数计算为

H(s) =
KT

(Ls+R)[(Jm + JL)s+ (bm + bL)] +KTKb

(3.281)
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使用参数值 Jm = JL = 0.1 kg-m2，L = 0.5 H，bm = 0.2 N-m/rad/s，和 R = 5 Ω

得到

H(s) =
20

(s+ 2.3)(s+ 8.7)
(3.282)

因此有两个实极点在 s = −2.3，s = −8.7。

使用附录 B 中的程序 TRESP 进行仿真（见第 3.3 节）产生图 3.6.2 中所示的 ω 阶

跃响应。

b. 非常柔性的耦合轴
对应于非常柔性轴的耦合轴参数 k = 2 N-m/rad 和 b = 0.2 N-m/rad/s。使用这些

值，可以使用 PC-MATLAB 等软件获得两个传递函数

Hm(s) =
20s(s2 + 3s+ 44)

(s+ 10)[(s+ 3.4)2 + 5.62]
(3.283)

HL(s) =
40(s+ 10)

(s+ 10)[(s+ 3.4)2 + 5.62]
(3.284)

轴柔性模式有极点 s = −3.4± j5.6，因此阻尼比为 ζ = 0.52，自然频率为 ω = 6.55

rad/s。注意系统是边际稳定的，有一个极点在 s = 0。由于极零点抵消，它是 BIBO 稳
定的。

程序 TRESP 产生图 3.6.3 中所示的阶跃响应。有几点值得注意。最初，电机速度
ωm 比图 3.6.2 中上升得更快，因为轴柔性意味着只有转子转动惯量 Jm 最初影响速度。

然后，当负载 JL 通过轴耦合回电机时，ωm 的增加速率减慢。还要注意，负载速度 ωL

由于轴中的柔性表现出大约 0.1 s 的延迟。
极其有趣的是要注意，轴柔性具有加速最慢电机实极点的效果 [比较 (8)和 (9)]，因

此 ωL 比刚性轴情况下更快地接近其稳态值。这是由于柔性轴的” 甩动” 作用。
轴动力学使得在没有某种专门设计的控制器的情况下，控制 θL（在机器人机械臂中

对应于关节角 qi）非常困难。

3.7 总结

在本章中，我们为机器人控制系统的研究奠定了基础。在 3.2 节中使用拉格朗日力
学，我们推导了一些将在整本书中用于演示设计的机械臂动力学。我们为任何串联连杆

机械臂提供了通用机器人机械臂动力学的表达式。

在 3.3 节中，我们研究了机器人动力学的性质，如有界性、参数线性和斜对称性，
这些在控制设计中是必需的。表 3.3.1 给出了我们发现的总结。我们使用了一种克罗内
克积方法，该方法对机器人方程中各项之间的关系提供了很好的洞察。

现代控制系统设计中的一个重要形式是状态变量形式。在 3.4 节中，我们推导了机
械臂动力学的几种状态空间形式，为后续章节中提供的几种设计技术奠定了基础。状态

形式在机器人控制器的计算机仿真中也是有用的，如我们在第 4 节中看到的那样。
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笛卡尔形式的动力学在 3.5 节中给出。驱动机器人机械臂连杆的执行器的动力学在
3.6 节中分析并包含。
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3.9 习题

第 3.2 节

3.2-1 动力学。求例 A.2-4 中球腕的动力学。
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3.2-2 从推导方程的动力学。在例 3.2.2 中，我们从基本原理找到了二连杆平面肘形机械
臂的动力学。在本题中，从该例子中动能和势能的表达式开始，并：

(a) 将 K 写成形式 (3.2.29) 以确定 M(q)。

(b) 使用 (3.2.42) 和 (3.2.43) 确定 V (q, q̇) 和 G(q)。

3.2-3 从推导方程的动力学。对例 3.2-3 中的三连杆机械臂重复问题 3.2-2。

第 3.3 节

3.3-1 通过找到 Vp1(q) 和 Vv1(q) 证明 (3.3.22)。

3.3-2 通过找到矩阵 Vi(q) 证明 (3.3.23)。

3.3-3 证明 (3.3.27)。

3.3-4 科里奥利项。在 (3.3.40) 中找到 Vcor(q) 和 Vcen(q)。

3.3-5 科里奥利项。证明动力学方程中的科里奥利/向心项可以表示为 V (q, q̇) = vec{V (q, q̇)}，
其中

V =
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

tr
(
∂Ti
∂qj

Mi
∂T T

i

∂qk

)
q̇j q̇k

其中
∂Ti
∂qj

= TiQj

和附录 A 中定义的 Ti。将其与第 3.2 节中定义的 Vm1、Vm2、Vm 进行比较。

3.3-6 界限与结构。详细推导例 3.3.1 中的结果。

3.3-7 界限与结构。为例 3.2.1 中的二连杆极坐标机械臂推导界限和结构矩阵。使用：

(a) 1-范数。

(b) 2-范数。

(c) ∞-范数。

3.3-8 界限与结构。对习题 3.2.3 中的三连杆圆柱形机械臂重复问题 3.3-7。

3.3-9 使用 2-范数的界限。使用 2-范数推导例 3.3.1 中二连杆平面肘形机械臂的界限。

第 3.4 节

3.4-1 证明 (3.4.15)。
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3.4-2 哈密顿状态公式。证明 (3.4.15) 等价于

ṗ = −V T
m (q, q̇)q̇ −G(q) + τ

其中斜对称矩阵在第 3.3 节中定义。

3.4-3 哈密顿状态公式。使用 (3.4.17) 为例 3.2.1 中的二连杆极坐标机械臂推导哈密顿状
态变量公式。

3.4-4 哈密顿状态公式]。为例 3.2.2 中的二连杆平面肘形机械臂重复问题 3.4-3。

第 3.5 节

3.5-1 笛卡尔动力学。完成例 3.5.1，计算笛卡尔坐标中的非线性项。

3.5-2 笛卡尔动力学。求例 3.2.1 中二连杆极坐标机械臂的笛卡尔动力学。

3.5-3 笛卡尔动力学。求例 3.2.2 中二连杆平面肘形机械臂的笛卡尔动力学。

第 3.6 节

3.6-1 执行器动力学。验证机械臂加执行器动力学 (3.6.6) 具有表 3.3.1 中列出的性质。

3.6-2 执行器动力学。推导三阶动力学 (3.6.12)，提供 τ、N 的显式表达式。验证当 Li

可忽略时它们简化为 (3.6.5)。

3.6-3 柔性耦合轴。验证例 3.6.1 中刚性轴情况的状态方程。



Chapter 4

计算力矩控制

4.1 引言

控制机器人的一个基本问题是使操作臂跟随预先规划的期望轨迹。在机器人执行任

何有用的工作之前，我们必须在正确的时刻将其定位在正确的位置。本章讨论计算力矩

控制，它产生一系列易于理解的控制方案，在实践中通常效果很好。这些方案涉及将控

制设计问题分解为内环设计和外环设计。

在 4.4 节中，我们将提供基于 PID 控制的独立关节设计的经典操作臂控制方案的
联系。在 4.6 节中，我们将展示如何结合计算力矩控制使用一些现代设计技术。因此，
本章可以被视为连接几年前机器人控制中使用的经典设计技术与本书其余部分中需要

的现代设计技术之间的桥梁，以在不确定环境中获得高性能。

这里我们假设机器人在自由空间中移动，不与环境接触。接触会导致力的产生。力

控制问题在第 7 章中讨论。我们还将假设在本章中机器人是一个已知的刚体系统，因此
基于一个相当已知的模型设计控制器。在存在不确定性或未知参数（例如摩擦、负载质

量）的情况下进行控制需要精细的方法。这个问题在第 4 章使用鲁棒控制处理，在第 5
章使用自适应控制处理。

实际的机器人操作臂可能在其连杆中具有柔性，或在其齿轮中具有顺应性（关节柔

性）。在第 6 章中，我们涵盖了带关节柔性的控制的一些方面。
在我们可以控制机器人手臂之前，有必要知道执行任务的期望路径。与路径规划问

题相关的有许多问题，例如避免障碍物以及确保规划的路径不需要超过执行器的电压和

力矩限制。为了将控制问题简化为基本组成部分，在本章中，我们假设最终的控制目标

是使机器人沿着规定的期望轨迹移动。我们不关心实际的轨迹规划问题；但是，我们确

实展示了如何重建一个连续的期望路径，该路径从给定期望点表（末端执行器应通过这

些点）中得出。这个连续路径生成问题在 4.2 节中介绍。
在大多数情况下，机器人控制器在微处理器上实现，特别是考虑到现代控制方案的

复杂性质。因此，在 4.5 节中，我们说明了机器人控制器数字实现的一些概念。

81
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贯穿始终，我们演示如何在计算机上模拟机器人控制器。在实际在真实机器人操作

臂上实现之前，应该这样做以验证任何提议的控制方案的有效性。

4.2 路径生成

在本书中，我们假设给定了一条规定路径 qd(t)，机器人手臂应该跟随它。我们设计

控制方案使操作臂跟随这个期望路径或轨迹。轨迹规划涉及找到规定路径，通常被视为

一个单独的设计问题，涉及碰撞避免、执行器饱和等考虑。参见 [Lee et al. 1983]。
我们不涵盖轨迹规划。但是，我们确实涵盖轨迹生成的两个方面。首先，我们展示

了如何将给定的规定路径从笛卡尔空间转换到关节空间。然后，给定一个期望点表（末

端执行器应通过这些点），我们展示了如何重建一个连续的期望轨迹。

4.2.1 将笛卡尔轨迹转换到关节空间

在机器人应用中，期望任务通常在工作空间或笛卡尔空间中指定，因为在这里操作

臂的运动很容易相对于外部环境和工作件进行描述。然而，轨迹跟随控制在关节空间中

很容易执行，因为这里是臂动力学更容易表述的地方。

因此，重要的是能够找到给定期望笛卡尔轨迹的期望关节空间轨迹 qd(t))。这通过
使用逆运动学来完成，如下面示例所示。该示例说明了笛卡尔到关节空间轨迹的映射可

能不是唯一的——也就是说，几个关节空间轨迹可能对末端执行器产生相同的笛卡尔轨

迹。
示例 4.2-1：将规定笛卡尔轨迹映射到关节空间

在示例 A.3-5中推导出了图 4.2.1所示的两连杆平面机器人手臂的逆运动学。让我
们使用它们将路径从笛卡尔空间转换到关节空间。

假设我们希望两连杆臂在 (x, y) 平面中跟随给定的工作空间或笛卡尔轨迹

p(t) = (x(t), y(t)) (4.1)

它是时间 t 的函数。由于手臂由控制其角度 θ1, θ2 的执行器移动，因此方便将指

定的笛卡尔轨迹 (x(t), y(t)) 转换为关节空间轨迹 (θ1(t), θ2(t)) 以进行控制。

这可以通过使用逆运动学变换来实现

r2 = x2 + y2 (4.2)

C = cos θ2 =
r2 − a21 − a22

2a1a2
(4.3)

D = ±
√
1− C2 = sin θ2 (4.4)

θ2 = (D,C) (4.5)

θ1 = (y, x)− (a2 sin θ2, a1 + a2 cos θ2) (4.6)
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假设臂的末端应重复追踪图 4.2.2 所示的圆形工作空间路径 p(t)，其描述为

x(t) = 2 +
1

2
cos t (4.7)

y(t) = 1 +
1

2
sin t (4.8)

通过在每个时间 t 在逆运动学方程中使用这些表达式，我们得到图 4.2.3 所示的
所需关节空间轨迹 q(t) = (θ1(t), θ2(t))，这些轨迹产生了末端执行器的圆形笛卡尔

运动（使用 a1 = 2, a2 = 2）。

我们为” 肘部向下” 配置计算了关节变量。在 (4) 中选择相反的符号会得到” 肘部
向上” 的关节空间轨迹，产生相同的笛卡尔轨迹。

4.2.2 多项式路径插值

假设已经为操作臂运动确定了期望轨迹，无论是在笛卡尔空间还是使用逆运动学在

关节空间。为方便起见，我们使用关节空间变量 q(t) 表示。将整个轨迹存储在计算机内

存中是不可能的，很少有实用有用的轨迹具有简单的闭合形式表达式。因此，通常的做

法是将一系列点 qi(tk) 存储在计算机内存中，对于每个关节变量 i，这些点代表变量在

离散时间 tk 的期望值。因此 q(tk) 是 Rn 中的一个点，关节变量应在时间 tk 通过该点。

我们称这些为经过点。

大多数机器人控制方案需要连续的期望轨迹。为了将经过点表 qi(tk) 转换为连续的

期望轨迹 qd(t)，我们可以使用许多选项。让我们在这里讨论多项式插值。

假设经过点在时间上是均匀间隔的，并将采样周期定义为

T = tk+1 − tk (4.9)

对于平滑运动，在每个时间间隔 [tk, tk+1] 上，我们要求期望位置 qd(t) 和速度 q̇d(t)

与制表的经过点匹配。这产生了边界条件qd(tk) = q(tk), qd(tk+1) = q(tk+1)

q̇d(tk) = q̇(tk), q̇d(tk+1) = q̇(tk+1)
(4.10)

为了匹配这些边界条件，有必要在每个时间间隔 [tk, tk+1] 上使用三次插值多项式

qd(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 (4.11)

它有四个自由变量。那么

q̇d(t) = a1 + 2a2t+ 3a3t
2 (4.12)

q̈d(t) = 2a2 + 6a3t (4.13)
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因此，加速度在每个采样周期上是线性的。

很容易求解在每个时间间隔 [tk, tk+1] 上保证边界条件匹配的系数。实际上，我们看

到 
1 tk t2k t3k

0 1 2tk 3t2k

1 tk+1 t2k+1 t3k+1

0 1 2tk+1 3t2k+1



a0

a1

a2

a3

 =


q(tk)

q̇(tk)

q(tk+1)

q̇(tk+1)

 (4.14)

这被求解以获得每个时间间隔 [tk, tk+1] 上所需的插值系数。

请注意，这种技术需要以表格形式存储每个采样点的期望位置和速度。一种变体使

用更高阶的多项式来确保在每个采样时间 tk 处的位置、速度和加速度连续。

虽然我们已经使用了关节变量符号 q(t)，但应该强调的是，轨迹插值也可以在笛卡

尔空间中进行。

4.2.3 带抛物线混合的线性函数

使用三次插值多项式，加速度在每个采样周期上是线性的。然而，在许多实际应用

中，有很好的理由坚持在每个采样周期内保持恒定加速度。例如，任何真实的机器人都

有一个执行器可以提供的力矩的上限。对于线性系统（想想牛顿定律），这转化为恒定

加速度的上限。因此，恒定加速度不太可能导致执行器饱和。除此之外，大多数工业机

器人控制器被编程为在每个采样周期上使用恒定加速度。

恒定加速度曲线如图 4.2.4(a)所示。相关的速度和位置曲线如图 4.2.4(b)和 4.2.4(c)
所示。位置轨迹由三部分组成：二次或抛物线初始部分、线性中间部分和抛物线最终部

分。因此，让我们讨论使用带抛物线混合的线性函数 (LFPB) 的经过点插值。
位置轨迹从抛物线切换到线性的时间被称为混合时间 tb。应为每个关节变量 i 指定

位置 qdi(t)。图 4.2.4(c) 中的轨迹可以写成关节 i 的形式

qdi(t) =


ai0 + ai1t+ ai2t

2 0 ≤ t < tb

bi0 + bi1t tb ≤ t < tf − tb

ci0 + ci1t+ ci2t
2 tf − tb ≤ t ≤ tf

(4.15)

系数 vi 可以被解释为关节变量 i 允许的最大速度。设计参数是 vi 和 tb。

很容易求解在每个时间间隔 [tk, tk+1] 上确保满足边界条件 (4.2.2) 的系数。结果是

ai0 = qik, ai1 = vi/tb,

ai2 = −vi/(2tb)

bi0 = qik + vitb/2, bi1 = vi

ci0 = qi,k+1 − vit
2
f/(2tb), ci1 = vitf/tb,

ci2 = −vi/(2tb)

(4.16)
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4.2.4 最小时间轨迹

有一类重要的特殊 LFPB 轨迹。假设加速度受到最大值 aM 的限制，并且希望机器

人手臂以最小时间从一个位置到达另一个位置。为简单起见，假设初始和最终速度等于

零。一般情况在 [Lewis 1986a] 中涵盖（参见习题）。
最小时间轨迹如图 4.2.5 所示。为了在最小时间 tf 内将关节变量 i 从静止位置

q0 = qi(t0) 驱动到期望的最终静止位置 qf = qi(tf )，最大加速度 aM 应施加到切换时间

ts，之后时间应施加最大减速度 −aM 直到 tf。注意 ts 和 tf 都取决于 q0 和 qf。我们可

以写成

qi(ts) = q0 +
1

2
aM(ts − t0)

2 (4.17)

那么速度方程产生

vi(ts) = aM(ts − t0) = aM(tf − ts) (4.18)

或

ts =
tf + t0

2
(4.19)

也就是说，从最大加速度到最大减速度的切换发生在半时间点。现在对位置方程进

行简单的操作产生

qf = qi(ts) + vi(ts)(tf − ts)−
1

2
aM(tf − ts)

2 (4.20)

因此 (4.2.10) 产生

tf = t0 + 2

√
qf − q0
aM

(4.21)

不幸的是，使用恒定最大加速度计算的最小时间轨迹与机器人技术没有直接相关

性。这是由于实际的操作臂具有 τm 的力矩限制这一事实。由于机器人方程（见表 3.3.1）
是非线性的，这与加速度的上限恒定没有相关性。例如，机器人手臂在其完全伸展和

完全缩回位置具有不同的最大加速度。有关更多讨论，请参见 [Kahn and Roth 1971]、
[Chen 1989]、[Geering 1986]、[Gourdeau and Schwartz 1989]、[Jayasuriya and Suh 1985]、
[Kim and Shin 1985]、[Shin and McKay 1985]。

4.3 机器人系统的计算机仿真

在实际在臂上实现之前，在数字计算机上仿真提议的操作臂控制方案非常重要。我

们在这里展示如何对机器人系统进行这样的计算机仿真。由于大多数机器人控制器实际

上以数字方式实现（第 4.5 节），我们还展示了如何仿真数字机器人手臂控制器。
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4.3.1 机器人动力学仿真

有许多用于仿真非线性动力学系统的软件包，包括 SIMNON [Åström and Witten-
mark 1984]、MATLAB 等。为方便起见，我们在附录 B 中包含了一些对连续和数字控
制相当有用的仿真程序。

所有仿真程序都要求用户编写类似的子程序。使用积分程序（如 Runge-Kutta）的
时间响应仿真器都需要计算给定当前状态的状态导数。在 3.4 节中，我们展示了如何将
机器人手臂方程

M(q)q̈ +N(q, q̇) = τ (4.22)

以非线性状态空间形式表示

ẋ = f(x, u) (4.23)

其中 x(t) 是状态，u(t) 是输入。

定义状态为 x = [qT q̇T ]T，我们可以写出隐式形式[
I 0

0 M(q)

]
ẋ =

[
0 I

0 −N(q, q̇)

]
x+

[
0

I

]
τ +

[
0

I

]
τd (4.24)

其中 τ 是臂控制力矩，由控制器提供，τd 是干扰力矩。我们说这是一种隐式形式，因为

左侧的系数矩阵意味着 q̈ 不是以右侧的显式形式给出的。

给定 x(t)，有必要为积分程序提供一个子程序来计算 ẋ(t)。一种求解 q̈ 的方法是求

逆 M(q)。然而，由于潜在的数值问题，这不推荐。让我们将 (4.3.3) 表示为

ẋ = g(x, u) (4.25)

请注意，在这种情况下，u(t) 是由控制力 τ(t) 和干扰 τd(t) 组成的向量。

附录 B 中给出了一个简单的时间响应程序 TRESP。给定一个子程序 F(time, x,
xp)，它使用 (4.3.4) 根据 x(t) 和 u(t) 计算 ẋ；它使用 Runge-Kutta 积分器来计算状态
轨迹 x(t)。为了在子程序 F(t, x, xp) 中求解 ẋ，我们建议计算 M(q) 和 N(q, q̇)，然后使

用最小二乘技术求解

q̈ =M−1(q)[−N(q, q̇) + τ ] (4.26)

[i.e., (4.3.3) 的底部部分]，这比 M(q) 的逆数值上更稳定。最小二乘方程求解器在商业

上很容易获得，例如在 [IMSL]、[LINPACK] 等处。对于更简单的臂，可以解析地求逆
M(q)。

贯穿全书，我们使用各种控制方案说明臂动力学的仿真。

4.3.2 数字机器人控制器的仿真

虽然大多数机器人控制器是在连续时间中设计的，但它们在实际的机器人上以数字

方式实现。也就是说，控制信号仅在离散的时间瞬间使用微处理器更新。我们在 4.5 节
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中讨论数字机器人手臂控制器的实现。因此，在实际实现之前验证提议的控制器是否按

预期运行是非常可取的，使用其数字化或离散形式对其进行仿真。

数字控制方案如图 4.3.1 所示。要控制的工厂或系统是连续时间系统，K(z) 是动态

数字控制器，其中 z 是 Z 变换变量（即，z−1 代表单位时间延迟）。数字控制器 K(z) 使

用 DSP 中的软件代码实现。参考输入 r(t) 是 y(t) 应该跟随的期望轨迹，ek 是（离散）

跟踪误差。

采样器与采样周期 T 是一个模数 (A/D) 转换器，它获取软件控制器 K(z) 所需的

输出 y(t) 的样本 yk = y(kT )。y(t) 的定义可以根据控制方案而变化。例如，在机器人控

制中，y(t) 可能表示由 q(t) 和 q̇(t) 组成的 2n 向量。

保持设备是图中的一个数模 (D/A)转换器，它将软件控制器 K(z)计算的离散控制

样本 uk 转换为工厂所需的连续时间控制 u(t)。它是一种数据重建设备。零阶保持 (ZOH)
的输入 uk 和输出 u(t) 如图 4.3.2 所示。注意 u(kT ) = uk，T 为采样周期，因此 u(t) 从

右侧是连续的。也就是说，u(t) 在时刻 kT 更新。ZOH 通常用于控制目的，而不是其他
高阶设备如一阶保持，因为大多数商用 DSP 都有内置的 ZOH。

一旦设计了控制器，重要的是在使用数字计算机实现之前对其进行仿真，以确定闭

环响应是否合适。这在机器人技术中尤其正确，因为数字控制器通常是通过设计连续时

间控制器找到的，然后使用 Euler 方法等近似技术进行数字化。也就是说，对于非线性
系统，控制器离散化方案通常不是精确的。这会导致性能下降。为了验证控制器性能是

否合适，仿真应在所有时间提供响应，包括采样之间的时间。

为了仿真数字控制器，我们可以使用图 4.3.3所示的方案。在那里，连续工厂动力学
包含在子程序 F(t, x, xp) 中；它们使用 Runge-Kutta 积分器进行积分。该图假设 ZOH；
因此控制输入 u(t) 在每个时间 kT 更新为 uk，然后保持恒定直到时间 (k + 1)T。注意

涉及两个时间间隔；采样周期 T 和 Runge-Kutta 积分周期 TR ≪ T。TR 应被选为 T 的

整数除数。

这种仿真技术将工厂状态 x(t) 提供为时间的连续函数，即使在采样瞬间之间的值

也是如此 [事实上，它以 TR 的倍数提供 x(t)]。这对于在实际在工厂上实现数字控制器
之前验证闭环系统的可接受的样本间行为是至关重要的。

附录 B 中的程序 TRESP 可用于实现图 4.3.3。它以模块化的方式编写，可应用于
广泛的情况。我们将在随后的几个示例中说明其用于数字控制的用途。使用 SIMNON
等仿真软件非常相似。

我们在 4.5 节中讨论数字机器人手臂控制器的实现。[Lewis 1992] 中给出了关于数
字控制、仿真和 DSP 控制器实现的详细讨论。
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4.4 计算力矩控制

多年来提出了许多机器人控制方案。事实上，大多数都可以被视为计算力矩控制器

类的特殊情况。同时，计算力矩是非线性系统反馈线性化的特殊应用，这在现代系统理

论中很流行 [Hunt et al. 1983]、[Gilbert and Ha 1984]。事实上，对机器人控制方案进行
分类的一种方法是将其分为” 类计算力矩” 或” 非类计算力矩”。类计算力矩控制出现在
鲁棒控制、自适应控制、学习控制等中。

在本章的剩余部分，我们探索这类机器人控制器，它包括广泛的设计。计算力矩控

制使我们能够方便地推导出非常有效的机器人控制器，同时提供一个框架，将经典独立

关节控制和一些现代设计技术结合在一起，并为本书的其余部分奠定基础。在本节末尾

的表 4.4.1 中总结了不同类型的类计算力矩控制器。我们将看到，许多数字机器人控制
器也是类计算力矩控制器（第 4.5 节）。

4.4.1 内前馈环推导

机器人手臂动力学为

M(q)q̈ +N(q, q̇) = τ (4.27)

或

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) = τ − τd (4.28)

其中关节变量 q(t)、控制力矩 τ 和干扰 τd(t)。如果此方程包括电机执行器动力学（第

3.6 节），则 τ(t) 是输入电压。

假设已根据 4.2节的讨论为臂运动选择了期望轨迹 qd(t)。为了确保关节变量的轨迹

跟踪，定义输出或跟踪误差为

e(t) = qd(t)− q(t) (4.29)

为了演示输入 τ(t) 对跟踪误差的影响，微分两次以获得

ë = q̈d − q̈ (4.30)

现在求解 (4.4.2) 中的 q̈ 并将其代入最后一个方程得到

ë = q̈d −M−1(q)[−N(q, q̇) + τ − τd] (4.31)

定义控制输入函数

u =M−1(q)[−N(q, q̇) + τ ]− q̈d (4.32)

和干扰函数

w =M−1(q)τd (4.33)
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我们可以按如下方式定义状态 x = [eT ėT ]T 并写出跟踪误差动力学

t

[
e

ė

]
=

[
0 I

0 0

][
e

ė

]
+

[
0

I

]
u+

[
0

I

]
w (4.34)

这是 Brunovsky 规范形中的线性误差系统，由 n 对双积分器 1/s2 组成，每个关节

一个。它由控制输入 u(t) 和干扰 w(t) 驱动。注意，此推导是 3.4 节中一般反馈线性化
程序的特殊情况。

反馈线性化变换 (4.4.5) 可以反转以得到

τ =M(q)(q̈d − u) +N(q, q̇) (4.35)

我们称之为计算力矩控制律。这些操作的重要性如下。从 (4.4.1) 到 (4.4.8) 没有状
态空间变换。因此，如果我们选择一个稳定 (4.4.8) 的控制 u(t)，使得 e(t) 趋于零，那

么由 τ(t)(4.4.9) 给出的非线性控制输入将导致机器人臂 (4.4.1) 中的轨迹跟随。事实上，
将 (4.4.9) 代入 (4.4.2) 得到

Mq̈ +N =M(q̈d − u) +N + τd (4.36)

或

ë = u+M−1τd = u+ w (4.37)

这正是 (4.4.8)。
图 4.4.1展示了计算力矩控制方案，显示了内环和外环。重要的是要注意，它由一个

内非线性环和一个外控制信号 u(t) 组成。我们将看到选择 u(t) 的几种方法。由于 u(t)

将取决于 q(t) 和 q̇(t)，外环将是一个反馈环。一般来说，我们可以选择一个动态补偿器

H(s)，使得

U(s) = H(s)E(s) (4.38)

H(s) 可以被选择用于良好的闭环行为。根据 (4.4.10)，闭环误差系统然后具有传递
函数

T (s) = s2I −H(s) (4.39)

重要的是要意识到计算力矩取决于机器人动力学的反演，实际上有时被称为逆动力

学控制。事实上，(4.4.9) 显示了通过用 q̈d − u 替换 q̈ 来计算 τ(t)；也就是说，通过求解

机器人逆动力学问题。与系统反演相关的所有警告，包括当系统具有非最小相位零点时

产生的问题，都在这里适用。（注意在线性情况下，系统零点是反演的极点。这种非最小

相位概念推广到非线性系统。）幸运的是，对于我们来说，刚性臂动力学是最小相位的。

出于实现目的，有几种方法可以计算 (4.4.9)。应避免在每个采样时间进行形式矩阵
乘法。在某些情况下，表达式可以解析地推导出来。计算力矩 τ(t) 的一个好方法是使用

高效的 Newton-Euler 逆动力学公式 [Craig 1985]，用 q̈d − u 代替 q̈(t)。

可以使用许多方法选择外环信号 u(t)，包括鲁棒和自适应控制技术。在本章的剩余

部分，我们探索 u(t) 的一些选择以及计算力矩控制的一些变体。
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4.4.2 PD 外环设计

选择辅助控制信号 u(t) 的一种方法是作为比例加微分 (PD) 反馈

u = −Kvė−Kpe (4.40)

然后整体机器人臂输入变为

τc =M(q)(q̈d +Kvė+Kpe) +N(q, q̇) (4.41)

此控制器如图 4.4.6 所示，其中 Ki = 0。闭环误差动力学为

ë+Kvė+Kpe = w (4.42)

或以状态空间形式

t

[
e

ė

]
=

[
0 I

−Kp −Kv

][
e

ė

]
+

[
0

I

]
w (4.43)

闭环特征多项式为

∆c(s) = |s2I + sKv +Kp| (4.44)

PD 增益选择。通常取 n× n 增益矩阵为对角矩阵，使得

Kv = diag{kvi}, Kp = diag{kpi} (4.45)

那么

∆c(s) =
n∏

i=1

(
s2 + skvi + kpi

)
(4.46)

只要所有的 kvi 和 kpi 都为正，误差系统就是渐近稳定的。因此，只要干扰 w(t) 有界，

误差 e(t) 就是有界的。与此相关，检查 (4.4.6) 并回忆表 3.3.1，M−1 是有上界的。因此，

w(t) 的有界性等同于 τd(t) 的有界性。

重要的是要注意，虽然选择对角 PD 增益矩阵导致在外环级别解耦控制，但它不会
导致解耦的关节控制策略。这是因为内环中的乘以 M(q) 和加上非线性前馈项 N(q, q̇)

使得信号 u(t) 在所有关节之间混杂。因此，计算任何一个给定关节的控制 τ(t) 通常需

要所有关节位置 q(t) 和速度 q̇(t) 的信息。

二阶特征多项式的标准形式为

s2 + 2ζωns+ ω2
n (4.47)

其中 ζ 是阻尼比，ωn 是自然频率。因此，可以通过如下选择 PD 增益来实现误差 e(t)

的每个分量中的期望性能

kpi = ω2
ni, kvi = 2ζiωni (4.48)
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其中 ζi, ωni 是关节误差 i 的期望阻尼比和自然频率。使末端附近的响应比靠近基座处更

快可能是有用的，因为必须移动的质量更重。

机器人表现出超调是不希望的，因为如果例如期望轨迹在工件的表面终止，这可能

导致冲击。因此，PD 增益通常选择为临界阻尼 ζ = 1。在这种情况下

kpi = ω2
ni, kvi = 2ωni (4.49)

自然频率的选择。自然频率 ωn 控制每个误差分量中的响应速度。对于快速响应，它

应该很大，并且根据性能目标进行选择。因此，在选择 ωn 时应考虑期望轨迹。

现在讨论选择中的一些其他因素。[Paul 1981] 给出了 ωn 选择上的一些上限。尽管

大多数工业机器人的连杆是重的，但它们可能有一些柔性。假设连杆 i 的第一柔性或共

振模式的频率为

ωr =
√
kr/J (4.50)

其中 J 是连杆惯量，kr 是连杆刚度。那么，为了避免激发共振模式，我们应该选择

ωn < ωr/2。当然，连杆惯量 J 随臂构型变化，因此其最大值可用于计算 ωr。

ωn 上的另一个上限由执行器饱和考虑提供。如果 PD 增益太大，力矩 τ(t) 可能达

到其上限。

如下从误差有界性考虑提供了 PD 增益选择的一些更多感觉。(4.4.15) 中闭环误差
系统的传递函数为

H(s) = (s2I + sKv +Kp)
−1 (4.51)

或如果 Kv 和 Kp 是对角的

H(s) = diag
{

1

s2 + skvi + kpi

}
(4.52)

w =M−1τd + q̈d (4.53)

我们假设干扰和 M−1 是有界的（表 3.3.1），使得

∥w∥2 ≤ ∥M−1∥2∥τd∥2 + ∥q̈d∥2 ≤ m̄∥τd∥2 + ∥q̈d∥2 ≤ d (4.54)

其中对于给定的机器人臂，m 和 d 是已知的。因此

∥e∥2 ≤ ∥H(s)∥2∥w∥2 ≤ ∥H(s)∥2d (4.55)

∥ė∥2 ≤ ∥sH(s)∥2d (4.56)

现在选择 L2 范数，算子增益 ∥H(s)∥2 是 H(s) 的 Bode 幅度图的最大值。对于临
界阻尼系统

|Hi(jω)| =
1√

(ω2 − ω2
ni)

2 + (2ζiωniω)2
(4.57)
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因此

∥H(s)∥2 = max
i

1

2ζiω2
ni

(4.58)

此外（参见习题）

∥sH(s)∥2 = max
i

1

2ζiωni

(4.59)

所以

∥e∥2 ≤
d

ω2
ni

, ∥ė∥2 ≤
d

ωni

(4.60)

因此，在临界阻尼的情况下，位置误差随 kpi 减小，速度误差随 kvi 减小。

示例 4.4-1：PD 计算力矩控制的仿真

a. 计算力矩控制律
在示例 3.2.2 中，我们找到了图 4.2.1 所示的两连杆平面肘臂的动力学[
τ1

τ2

]
=

[
(m1 +m2)a

2
1 +m2a

2
2 + 2m2a1a2c2 m2a

2
2 +m2a1a2c2

m2a
2
2 +m2a1a2c2 m2a

2
2

][
θ̈1

θ̈2

]
+

[
−m2a1a2s2θ̇

2
2 − 2m2a1a2s2θ̇1θ̇2

m2a1a2s2θ̇
2
1

]
+

[
(m1 +m2)ga1c1 +m2ga2c12

m2ga2c12

]
(4.61)

这些在标准形式中

M(q)q̈ +N(q, q̇) = τ (4.62)

取连杆质量为 1 kg，长度为 1 m。
PD 计算力矩控制律给出为

τ =M(q)(q̈d +Kvė+Kpe) +N(q, q̇) (4.63)

其中跟踪误差定义为

e = qd − q (4.64)

b. 期望轨迹
让期望轨迹 qd(t) 的分量为

θ1d = g1 sin(2πt/T ) (4.65)

θ2d = g2 cos(2πt/T ) (4.66)

周期 T = 2 s，幅值 gi = 0.1 rad ≈ 6 deg。为了良好的跟踪，选择闭环系统的时间
常数为 0.1 s。对于临界阻尼，这意味着 Kv = diag{kv}, KP = diag{kp}，其中

kp = ω2
n = 100, kv = 2ωn = 20 (4.67)

重要的是要意识到控制器参数（如 PD 增益）的选择取决于性能目标——在这种
情况下，是期望轨迹的周期。

c. 计算机仿真
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让我们使用附录 B 中的程序 TRESP 仿真计算力矩控制器。使用 MATLAB 和
SIMNON 等商业包进行仿真非常相似。
TRESP 所需的子程序如图 4.4.2 所示。它们是

4.4.3 PID 外环设计

为了提高性能，可以使用 PID 外环控制

u = −Kvė−Kpe−Ki

∫
e t (4.68)

然后整体机器人臂输入变为

τc =M(q)

(
q̈d +Kvė+Kpe+Ki

∫
e t

)
+N(q, q̇) (4.69)

此控制器如图 4.4.6 所示。闭环误差动力学为

ë+Kvė+Kpe+Ki

∫
e t = w (4.70)

或以状态空间形式，通过定义

ε̇ = e (4.71)

我们有

t


ε

e

ė

 =


0 I 0

0 0 I

−Ki −Kp −Kv



ε

e

ė

+


0

0

I

w (4.72)

积分项的作用是消除稳态误差。然而，积分项可能导致执行器饱和引起的积分器饱

和问题。

4.4.4 计算力矩类控制器

有许多计算力矩控制器的变体。在本小节中，我们总结了一些重要的变体。

考虑近似计算力矩控制器

τc = M̂(q̈d − u) + N̂ (4.73)

其中 M̂ 和 N̂ 是 M 和 N 的近似值，可能在实际实现中使用以节省计算量。然后闭环

系统变为

(I −∆)ë+ (I −∆)(Kvė+Kpe) + δ = w (4.74)

其中

∆ = I − M̂−1M, δ = M̂−1(N − N̂) (4.75)
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和干扰为

w = M̂−1τd (4.76)

如果使用精确计算力矩控制使得 ∆ = 0, δ = 0，这会简化为误差系统 (4.4.10)。否
则，误差系统由期望加速度和非线性项不匹配 δ(t) 驱动。因此，跟踪误差永远不会精确

为零。此外，辅助控制 u(t) 乘以 (I −∆)，这可能导致一个非常困难的控制问题。

使用外环 PD 反馈，使得 u(t) = −Kvė−Kpe，得到误差系统

ë+ (I −∆)Kvė+ (I −∆)Kpe+ d = w (4.77)

其中 d(t) = δ + ∆q̈d。即使 Kv 和 Kp 被选择为左侧具有良好的稳定性，这种系统的行

为也不是显而易见的。存在两种问题：首先是干扰项 d(t)，其次是误差及其导数的函数

∆(Kvė+Kpe)。

4.4.5 PD-Plus-Gravity 控制器

计算力矩族中一个有用的控制器是 PD-plus-gravity控制器，当 M̂ = I, N̂ = G(q)−
q̈d 时产生，其中 G(q) 是操作臂动力学的重力项。然后，为 u(t) 选择 PD 反馈产生

τc = −Kvė−Kpe+G(q) (4.78)

此控制律在 [Arimoto and Miyazaki 1984]、[Schilling 1990] 中进行了处理。它比精
确计算力矩控制器实现起来简单得多。

当臂静止时，动力学 (4.4.1) 中唯一的非零项是重力 G(q)、干扰 τd 和控制力矩 τ。

PD-gravity 控制器 τc 包含 G(q)，因此我们应该期望对设定点跟踪有良好的性能，即当

给定恒定的 qd 使得 q̈d = 0 时。下一个结果将这一点形式化。它依赖于 Lyapunov 证明
（第 1 章），这种证明在本书中将始终有用，特别是利用表 3.3.1 中的斜对称性质。因此，
理解此证明中的步骤非常重要。

定理 4.1. 假设在臂动力学 (4.4.1) 中使用 PD-gravity 控制且 τd = 0, q̈d = 0。则稳态跟

踪误差 e = qd − q 为零。

证明. 1. 闭环系统
忽略摩擦，机器人动力学由下式给出

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) = τ (4.79)

当 q̈d = 0 时，提出的控制律 (4.4.49) 产生闭环动力学

Mq̈ + Vmq̇ +Kv q̇ +Kpe = 0 (4.80)

2. Lyapunov 函数
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现在选择 Lyapunov 函数

V =
1

2
q̇TMq̇ +

1

2
eTKpe (4.81)

并微分得到

V̇ =
1

2
q̇TṀ q̇ + q̇TMq̈ + ėTKpe (4.82)

代入闭环动力学 (2) 产生

V̇ =
1

2
q̇T (Ṁ − 2Vm)q̇ − q̇TKv q̇ (4.83)

现在，第一项的斜对称性给出

V̇ = −q̇TKv q̇ ≤ 0 (4.84)

状态为 x = [eT q̇T ]T，因此 V 是正定的但只是负半定的。因此，我们展示了 Lyapunov
意义上的稳定性，即误差和关节速度都是有界的。

3. LaSalle 扩展的渐近稳定性
可以使用 Barbalat 引理和 LaSalle 扩展的变体 [Slotine and Li 1991]（第 2 章）来

演示系统的渐近稳定性。因此，有必要演示包含在集合 V̇ = 0 中的唯一不变集是原点。

由于 V 的下界为零且非正，因此 V 趋近于一个有限极限，可以写成

V (∞)− V (0) =

∫ ∞

0

V̇ t <∞ (4.85)

我们现在调用 Barbalat 引理来表明 V̇ 趋于零。为此，有必要演示 V̇ 的一致连续

性。我们看到

V̈ = −2q̇TKv q̈ (4.86)

所展示的稳定性表明 q̇ 和 q 是有界的，因此 (2) 和 M−1(q) 的有界性（见表 3.3.1）
揭示 q̈ 是有界的。因此，V̈ 是有界的，因此 V̇ 是一致连续的。这保证了根据 Barbalat
引理，V̇ 趋于零。

现在很明显 q̇ 趋于零。还需要表明跟踪误差 e(t) 消失。注意当 q̇ = 0 时，(2) 揭示

Kpe = 0 (4.87)

因此，非零的 e(t) 导致非零的 q̈，因此 q̇ ̸= 0，这是一个矛盾。因此，包含在

{x(t)|V̇ = 0} 中的唯一不变集是 x(t) = 0。这最终表明 e(t) 和 q̇ 都消失，并结束了证

明。
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示例 4.4-3：PD-Gravity 控制器的仿真

在示例 4.4.1中，我们在双连杆平面操作臂上仿真了精确的计算力矩控制律。在这
里，让我们仿真 PD-gravity 控制器。我们将采用相同的臂参数和期望轨迹。
假设每个连杆的 PD 增益相同，双连杆臂的 PD-gravity 控制律为

τc = −Kvė−Kpe+G(q) (4.88)

这很容易通过注释掉几行代码并在图 4.4.2 的子程序 CTL(x) 中进行一些其他修
改来仿真。

对于临界阻尼，PD 增益选择为

kp = ω2
n, kv = 2ωn (4.89)

ωn 几个值的 PD-gravity 控制器仿真结果如图 4.4.9 所示。随着 ωn 的增加，因此

PD 增益也增加，跟踪性能提高。然而，无论 PD 增益多大，跟踪误差永远不会精
确为零，而是以零为中心的一个球内有界，其半径随着增益变大而减小。ωn = 50

的性能，对应于 kp = 2500, kv = 100，对于许多应用来说会相当合适。

非常重要的是要注意误差的直流值等于零。可以考虑将重力项作为计算力矩控制

律的” 直流部分”。如果将它们包括在计算力矩中，将没有误差偏移。
相关的控制输入力矩如图 4.4.10 所示。非常有趣的是，力矩对于更高的增益更小。
这与流行的观点相反，后者假设控制力矩总是随着 PD 增益的增加而增加。这是
由于更大的增益提供更好的性能，因此跟踪误差更小这一事实。

鉴于图 4.4.9(a) 中的误差具有不同的幅值，将内连杆的 PD 增益比外连杆更大可
能更合理。

4.4.6 经典关节控制

通过选择 (4.4.43) 中的
M̂ = I, N̂ = 0 (4.90)

可以获得在实践中经常给出良好结果的简单控制器。

然后有结果

τc = −Kvė−Kpe (4.91)

通过选择仅依赖于关节变量 i 的 ui，这描述了 n 个解耦的独立关节控制器，被称

为独立关节控制。在实际机器人手臂上的实现很容易，因为关节 i 的控制输入仅依赖于

局部测量的变量，而不依赖于其他关节的变量。此外，计算简单，不涉及求解复杂的非

线性机器人逆动力学。
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在机器人技术的早期，独立关节控制很受欢迎 [Paul 1981]，因为它允许使用单输
入/单输出 (SISO) 经典技术对闭环系统进行解耦分析。它也被称为经典关节控制。即使
在今天，也有一些研究者强烈主张这种控制方案始终适合实际实现，并且现代非线性控

制方案对于工业机器人应用来说过于复杂。

现在进行独立关节控制的传统分析。它提供了与经典控制概念的联系，对于机器人

控制设计人员理解很重要。参见 [Franklin et al. 1986] 了解经典控制理论参考。
具有电动执行器的机器人臂的简化动力学模型可以写成（第 3.6 节）(

Jmi +
mii

r2i

)
θ̈i +

(
Bmi +

kbmikmi

Ri

)
θ̇i +

di
ri

=
kmi

Ri

vi (4.92)

其中 Jm 是执行器电机惯量，Bm 是转子阻尼常数，km 是力矩常数，kb 是反电动势常

数，R 是电枢电阻，ri 是关节 i 的齿轮比。电机角度表示为 θi(t)。M(q) 的对角元素的

常数部分表示为 mii。这些元素的时间变化部分，以及 M(q) 的非对角元素、非线性项

N(q, q̇) 和任何干扰 τd 都集中在一起成为干扰 di(t)。因此 di(t) 包含所有其他关节对关

节 i 的影响。控制输入是电机电枢电压 vi(t)。

请注意，在此方程中主要出现电机参数。事实上，如果齿轮比很小，甚至可以忽略

mii。由于这个原因，如果齿轮比很小，机器人臂控制问题实际上就简化为控制执行器电

机的问题。

让我们将操作臂关节 i 的这种简化线性时不变模型表示为

Jθ̈i +Bθ̇i + rdi = kvi (4.93)

其中常数 km/R 已被并入 J 和 B 的定义中。

根据表 3.3.1 中的性质，干扰 d(t) 是有界的，尽管通常不是由常数界定。界限可以

是 q(t), q̇(t) 甚至 q̈(t) 的函数。这通常在经典分析中被忽略。然而，d(t) 的影响通过乘

以齿轮比 r 而有所减轻。在经典关节控制设计中忽略了关节柔性（第 6章）的影响。[为
了与经典符号保持一致，本节中 u(t) 的定义与我们以前的用法相比有一个符号变化。]

现在，让我们考虑控制输入 u(t) 的一些选择。

PD 控制。选择 PD 控制律

u = kvė+ kpe (4.94)

其中 e(t) = θdi(t)− θi(t) 是电机角度 i 的跟踪误差，得到图 4.4.11 所示的闭环系统。回
想一下，电机角度与关节变量通过 qi = riθi 相关联。因此可以从 qdi(t) 计算 θd(t)。这个

PD 控制器很容易在实际的臂上实现，只需要很少的计算机能力。
使用经典控制中的 Mason 定理，发现设定点跟踪的闭环传递函数为（参见习题）

Θi

Θdi

=
kps+ kp

Js3 + (B + kv)s2 + kvs+ kp
(4.95)
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具有闭环特征多项式

∆c(s) = Js3 + (B + kv)s
2 + kvs+ kp (4.96)

可以选择 PD 增益以获得合适的自然频率和阻尼比，正如我们所见。
在稳态时，对干扰 d(t) 的唯一非零贡献是被忽略的重力 G(q)。表 3.3.1 显示，对于

给定的机器人臂，重力向量由已知值 gb 界定。因此，在稳态时，使用 PD 控制的关节 i

的稳态跟踪误差由

|ei| ≤
rigb
kp

(4.97)

界定。因此，对于指定最终值 qd 的设定点跟踪，具有大 kp 的 PD 控制可能是合适的。
事实上，下一个结果表明，即使对于跟随期望轨迹，而不仅仅是设定点控制，PD

控制通常也非常合适。它在 [Dawson 1990] 中被证明。

定理 4.2. 如果将 PD 控制律 (4.4.54) 应用于每个关节且 e(0) = 0, ė(0) = 0，则位置和

速度跟踪误差在球内有界，其半径随着 kv → ∞ 大致以 1/
√
kv 减小。

这个结果证实了那些坚持认为 PD 控制通常足够用于实际应用的人的观点。
当然，问题是 kv 不能在没有达到执行器力矩限制的情况下无限增加。本书中将讨

论的其他方案允许良好的轨迹跟随而不需要如此大的力矩。

在 [Paul 1981] 中讨论了修改 PD 控制律以获得更好性能的几种方法。这些包括重
力补偿 [这恰好产生控制器 (4.4.49)] 和加速度前馈，这相当于使用

u = kvė+ kpe+ θ̈d (4.98)

对于每个关节。还提到了关节耦合控制，这相当于在 u(t) 中重新添加 M(q) 和 N(q, q̇)

中描述关节之间相互作用的一些被忽略的项。因此，这种修正涉及在近似计算力矩控制

(4.4.43) 中使用更好的 M̂ 和 N̂ 估计。

PID 控制。已经看到 PD 独立关节控制通常适合跟踪控制。然而，在稳态时存在
由于重力引起的残余误差 (4.4.57)。这可以使用 PID 独立关节控制律消除

u = kvė+ kpe+ ki

∫
e t (4.99)

对于每个关节。

现在设定点跟踪 θ̈d = 0 的传递函数为

Θi

Θdi

=
kis+ kps+ ki

Js3 + (B + kv)s2 + kps+ ki
(4.100)

具有闭环特征多项式

∆c(s) = Js3 + (B + kv)s
2 + kps+ ki (4.101)

现在终值定理显示，对于设定点控制，稳态误差为零。Routh 检验表明，对于稳定性，
需要

ki <
(B + kv)kp

J
(4.102)
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在控制律中使用积分项时，重要的是要注意由于执行器饱和限制引起的积分器饱和

的可能性，这在本节前面的”PID 外环设计” 中进行了讨论。
示例 4.4-4：经典关节控制和力矩饱和限制

在示例 4.4.1 中，我们为双连杆平面肘臂仿真了精确的计算力矩控制律。在这里，
我们希望在同一臂上显示使用 PD 和 PID 经典关节控制的结果（具有相同的期望
轨迹）。我们还对演示力矩饱和限制的影响感兴趣。为了突出效果而没有无关的细

节，我们将只使用臂动力学，没有执行器动力学或齿轮比。

这些可以很容易地通过在图 4.4.2 中的子程序 arm(x, xp) 中进行一些轻微的修改
来包括。

a. PD 独立关节控制
对于双连杆臂，PD 独立关节控制就是

τc = −Kvė−Kpe (4.103)

其中跟踪误差 e(t) = qd(t)−q(t)。这个控制律非常简单直接，甚至不需要使用 DSP
就可以在实际的臂上实现。它比示例 4.4.1 中的控制简单得多。
在两连杆臂上使用 PD 控制器的结果如图 4.4.13 所示，对应于几个闭环自然频率
ωn 的值。回想一下，临界阻尼的 PD 增益为

kp = ω2
n, kv = 2ωn (4.104)

图 (a) 部分中的低增益结果 (kp = 100, kv = 20) 非常糟糕（注意刻度）。然而，(c)
部分中的高增益结果要好得多。更高的增益将导致进一步的跟踪误差减小。

重要的是要注意，在所有情况下，跟踪误差都有一个直流分量。这是由于重力项

被忽略的事实，应该与示例 4.4.3 的结果形成对比。
因此在控制律中加入重力项显著提高了跟踪性能。

b. PID 独立关节控制
双连杆臂的 PID 独立关节控制为

τc = −Kvė−Kpe−Ki

∫
e t (4.105)

这个简单的定律很容易通过向图 4.4.2 中的子程序 arm(x, xp) 添加两个状态 x(5)

和 x(6) 来实现，以考虑积分器（参见示例 4.4.2）。
图 4.4.13(c)中的仿真被重复，但现在添加 ki = 1000的积分增益。结果如图 4.4.15
所示。在正弦运动的几次迭代之后，跟踪误差的直流值变为零，因此性能大大提

高。也就是说，添加积分项可以补偿控制律中忽略的重力项。然而，误差收敛到零

直流值需要一段时间，结果仍然不如示例 4.4.3中使用相同 PD增益的 PD-gravity
控制器。另一方面，积分项可以拒绝除重力之外的其他项（例如，某些类型的摩

擦）。
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c. 执行器饱和限制
我们讨论了本例 (b) 部分前面”PID 外环设计” 中由于执行器饱和限制引起的积分
器饱和。在这里，我们想演示其有害影响。

本例 (b) 部分中的控制力矩类似于图 4.4.14(c) 中的力矩；除了时间零附近的一些
疯狂动作外，它表现得相当好，最大正偏移为 78 N-m。
假设现在有力矩限制 τmax = 35 N-m, τmin = −35 N-m。这很容易通过在图 4.4.2
中的子程序 CTL(x) 中添加几行代码来仿真

if τ(1) > 35 then τ(1) = 35 (4.106)

等等。

这些限制的仿真结果如图 4.4.16 所示，非常糟糕。力矩如图 4.4.17 所示。
在 4.5 节中，我们展示了如何使用数字控制器中的抗饱和保护来改善执行器饱和
的影响。PD 控制的仿真结果与 PID 控制的结果相比不那么糟糕，因为如果没有
积分器存在，饱和限制的影响较小。

4.5 数字机器人控制

许多机器人控制方案是复杂的，涉及评估非线性项的大量计算。因此，它们在数字

信号处理器 (DSP) 上作为数字控制律实现。某些控制方案可以通过使用简单的近似来
以离散形式实现。

4.5.1 基于近似连续控制器的设计

机器人控制器设计通常按以下方式进行。首先，在连续时间中设计控制律以获得良

好的性能。然后，使用某种近似技术将连续控制器数字化以在 DSP 上实现。
考虑连续时间控制器

uc(t) = −Kvė−Kpe−Ki

∫
e t (4.107)

这可以以传递函数形式表示为

Uc(s) = −K(s)E(s) (4.108)

其中

K(s) = Kvs+Kp +
Ki

s
(4.109)

为了获得数字控制器，我们可以使用 Euler 近似 s ≈ (z − 1)/T，其中 T 是采样周

期。这产生

K(z) = Kv
z − 1

T
+Kp +

KiT

z − 1
(4.110)
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然而，更常用的近似是双线性变换 (BLT)

s ≈ 2

T

z − 1

z + 1
(4.111)

这对应于使用梯形规则近似积分。在此映射下，稳定连续系统的极点被映射到稳定离散

系统的极点。

4.5.2 执行器饱和和积分器抗饱和补偿

执行器饱和导致的积分器饱和是机器人控制器外环 PID 回路中可能发生的问题。
在示例 4.4.4 中，我们看到了积分器饱和的有害影响。使用数字实现可以很容易地实现
抗饱和保护 [Åström and Wittenmark 1984]、[Lewis 1992]。

假设控制器以传递函数形式给出

R(z−1)vk = T (z−1)rk − S(z−1)wk (4.112)

其中 z−1 在时间域中被解释为单位延迟 T 秒。

通过向两边添加 A0(z
−1)uk 可以获得具有抗饱和补偿的调节器

A0(z
−1)vk = T (z−1)rk − S(z−1)wk (4.113)

uk = sat(vk) (4.114)

其中 sat(·) 是饱和函数。
当 A0(z) 的所有 n 个极点都在原点时，会发生特殊情况。然后调节器显示死区行

为；在 n 个时间步之后，其状态保持限制在依赖于 wk 和 uk 的值的容易计算的值（参

见习题）。

示例 4.5-1：数字机器人计算力矩控制器的仿真

在示例 4.4.1 中，我们仿真了双连杆平面肘臂的连续时间 PD 计算力矩 (CT) 控制
器。在此示例中，演示了该控制器离散化的一些问题。有两个目标。首先，我们

展示了采样对 CT 控制器的影响。然后设计了一个仅使用编码器关节位置测量的
实际数字控制器，重建计算控制律所需的速度。

a. 数字 CT 控制器的采样周期影响
在示例 4.4.1 中，给出了 TRESP（附录 B）所需的子程序，以仿真连续时间 PD
CT 控制器。为了仿真 PD CT 控制器的数字化版本，有必要将控制器子程序 [在
该示例中称为 CTL(x)] 从连续动力学中移除并将其放入子程序 DIG(IK, T, x) 中，
该子程序由 TRESP 调用。这与图 4.5.1 和 4.3 节中给出的数字控制器仿真技术保
持一致。

图 4.5.4 中显示了 TRESP 所需的 DIG(IK, TD, x) 和 F(t, x, xp) 子程序。用于
轨迹生成的子程序 SYSINP(IT, x, t) 和包含臂动力学的 ARM(x, xp) 与示例 4.4.1
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中的相同。

现在使用不同的采样周期 T 运行程序 TRESP 得到图 4.5.5 所示的跟踪误差图。
所有图的 Runge-Kutta 积分周期为 5 ms。图表显示，对于 T = 5 ms，误差非常
小，实际上与示例 4.4.1 中的误差非常相似。然而，随着采样周期 T 的增加，跟

踪性能恶化。

关节 2 的力矩输入如图 4.5.6 所示。对于小 T，它实际上与示例 4.4.1 中的连续
CT 控制器相同。当 T = 0.1 s 时，会发生非常有趣的现象。根据图 4.5.6(c) 中的
图，存在极限环，一种非线性振荡形式。众所周知，采样可以在闭环系统中引起

这种非线性效应 [Lewis 1992]。根据图 4.5.5(d)，极限环在跟踪误差中反映为关于
e(t) = 0 的周期性振荡。极限环的出现与采样系统中可观测性的丧失密切相关。

b. 仅使用位置测量的数字控制器
在部分 a 中，我们假设关节位置和速度都可用作测量。在实际情况下，只有关节
位置可用，通常来自光学编码器测量。因此，在这里，我们希望设计一个现实的

数字 CT 控制器，重建速度。
图 4.5.7 中的子程序仅使用位置测量，使用导数滤波器 (4.5.7) 估计关节速度。产
生的跟踪误差如图 4.5.8 所示。性能与部分 a 中使用速度测量的控制器相当，除
了更大的初始误差瞬变。滤波器极点的值 v 取为 0.1。
一些实现细节值得注意。首先，数字控制器的初始化方式非常重要。请注意在第

一次迭代 (IK=0)中将速度估计置零的代码行。删除这些行是一个很好的练习（参
见习题）。

其次，可能会认为找到速度误差 ėk = ė(kT ) 的合理过程是找到关节速度 q̇k 的估

计 vk，然后使用

ėk = q̇dk − vk (4.115)

这有两个缺点。首先，它需要在内存中存储期望速度和期望轨迹。其次，它不起

作用。

相反，有必要使用两个导数滤波器，一个用于估计关节速度，一个用于提供速度

误差 ėk 的估计。尝试使用 q̇dk − vk 的仿真很好地说明了这一点。

请注意，速度估计也用于代替 q̇ 计算非线性项中的值。

4.6 最优外环设计

在 4.4 节中，我们讨论了计算力矩控制，展示了如何使用涉及逆操作臂动力学的精
确技术以及通过各种近似方法选择内控制环。我们还讨论了设计外线性反馈（跟踪）环

的几种方案。本节讨论的结果总结在表 4.4.1 中。在本节中，我们打算介绍用于选择外
反馈环的现代控制最优技术。现代最优设计在存在干扰和未建模动力学的情况下产生改
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进的鲁棒性。

4.6.1 线性二次最优控制

首先，有必要回顾现代线性二次 (LQ) 设计。假设我们给出了状态空间形式的线性
时不变系统

ẋ = Ax+Bu (4.116)

具有 n 维状态 x(t) 和 m 维输入 u(t)。希望计算状态反馈增益 K

u = −Kx (4.117)

使得闭环系统

ẋ = (A− BK)x (4.118)

是渐近稳定的。此外，我们不想使用太多控制能量来稳定系统，因为在许多现代系统

（例如汽车、航天器）中，燃料或能量是有限的。

这是一个复杂的多变量设计问题，因为反馈增益矩阵 K 的维度为 m × n。经典控

制方法可能涉及，例如，执行 mn 根轨迹设计以一次关闭一个反馈环。另一方面，现代

控制技术通过求解一些标准矩阵设计方程可以找到保证稳定性的解决方案。这种方法同

时关闭所有 nm 反馈环并保证良好的增益和相位裕度。

使用现代控制理论找到反馈矩阵如下。首先，定义形式为的二次性能指标 (PI)

J =
1

2

∫ ∞

0

(xTQx+ uTRu) t (4.119)

其中 Q是对称半正定 n×n矩阵（表示为 Q ≥ 0），R 是对称正定 m×m矩阵（R > 0）。

也就是说，R 的所有特征值都大于零，Q 的所有特征值都大于或等于零。Q 被称为状态

加权矩阵，R 是控制加权矩阵。这些矩阵是设计参数，由工程师选择，例如，取决于闭

环时间响应的期望形式。

最优 LQ 反馈增益 K 是使 PIJ 最小化的增益。动机如下。PI 中的二次项 xTQx 和

uTRu 是广义能量函数（例如，电容器中的能量为 1
2
Cv2，运动的动能为 1

2
mv2）。假设在

闭环系统 (4.6.3) 中最小化 J。这意味着 xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t) 的无限积分是有限的，

因此这个时间的函数随着 t 变大而趋于零。然而

xTQx = ∥
√
Qx∥2, uTRu = ∥

√
Ru∥2 (4.120)

其中矩阵的平方根定义为
√
Q
√
Q = Q。由于这些范数随着 t 消失且 |R| ̸= 0，函数

∥
√
Qx∥ 和 u(t) 都趋于零。在假设

√
Q,A 是可观测的 [Kailath 1980] 的情况下，如果

y(t) 趋于零，x(t) 也趋于零。

因此，最优增益 K 保证在闭环系统 (4.6.3) 中所有信号都随时间趋于零。也就是说，
K 稳定 (A− BK)。
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在现代控制理论中，确定最优 K 很容易，是标准结果（参见，例如 [Lewis 1986a]、
[Lewis 1986b]）。只需通过求解矩阵设计方程就可以找到最优反馈增益

K = R−1BTP (4.121)

0 = ATP + PA− PBR−1BTP +Q (4.122)

其中 P 是依赖于最优增益的辅助设计对称 n× n 矩阵。第二个是被称为 Riccati 方程的
非线性矩阵二次方程；使用 MATLAB、[MATRIXx 1989] 等软件设计包中的标准例程，
很容易求解该方程以获得辅助矩阵 P。

下一个结果在现代控制理论中非常重要，形式化了刚才给出的稳定性讨论。

定理 4.3. 设
√
Q,A 可观测且 (A,B) 可控。则：

[label=()]存在 Riccati 方程的唯一正定解 P。闭环系统 (A− BK) 是渐近稳定的。

闭环系统具有无限增益裕度和 60° 相位裕度。

可控性在第 1 章中讨论过。可观测性大致意味着所有系统模式在 PI 中都有独立的
影响，因此如果 J 有界，所有模式都独立地随 t 趋于零。验证这些属性很容易。如果可

控性矩阵

U =
[
B AB · · · An−1B

]
(4.123)

具有满秩 n，则系统是可控的。如果可观测性矩阵

V =


√
Q

√
QA
...

√
QAn−1

 (4.124)

具有满秩 n，则系统 (A,C) 是可观测的。MATLAB，例如，为这些测试提供例程。因
此，可以选择状态加权矩阵 Q 以满足可观测性要求。

该定理使这种现代设计方法非常强大。无论输入和状态的数量如何，只要假设成立，

就可以找到稳定系统的反馈增益。

4.6.2 线性二次计算力矩设计

现在我们将这些结果应用于机器人操作臂动力学的控制

ë = u+ w (4.125)

根据 4.4 节，计算力矩控制律

τc =M(q)(q̈d − u) +N(q, q̇) (4.126)
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产生误差系统

ë = u+M−1τd (4.127)

我们可以将其写成

ẋ = Ax+Bu (4.128)

状态定义为

x =

[
e

ė

]
(4.129)

现在，选择外环 PD 反馈

u = −Kx = −
[
Kp Kv

] [e
ė

]
= −Kpe−Kvė (4.130)

为了找到稳定增益 K，选择 PI 中的设计参数 Q 为

Q =

[
Qp 0

0 Qv

]
(4.131)

使得位置和速度误差被独立加权。然后，由于代表 n 个解耦牛顿定律（即双积分器）系

统的简单 A 和 B 矩阵形式，Riccati 方程的解很容易找到（参见习题）。使用该解在
(4.6.5) 中产生最优稳定增益的公式

Kp = R−1/2
√
Qp, Kv =

√
2Kp (4.132)

此 LQ 方法揭示了 PD 增益与某些设计参数 Q 和 R 之间的关系，这些参数决定了

闭环系统中的总能量。特别要注意的是，闭环系统中 x(t) 和 u(t) 的相对幅值可以权衡。

事实上，如果 R 相对于 Qp 和 Qv 较大，则 PI(4.6.4)中的控制力被状态加权更重。然后
最优控制将通过选择较小的控制增益来使 u(t) 更小；因此响应时间将增加。另一方面，

选择较小的 R 将增加 PD 增益并使误差更快消失。
如果 Qp, Qv 和 R是对角的，那么 PD增益 Kp, Kv 也是对角的。具有非对角 Qp, Qv

和 R 的 LQ 方法提供了关节之间耦合的外反馈环的可能性，有时可以改善性能。LQ 设
计的另一个重要特征是定理中提到的保证鲁棒性。这在近似计算力矩设计中非常有用，

其中

τc = M̂(q̈d − u) + N̂ (4.133)

其中 M̂ 和 N̂ 可以是 M(q) 和 N(q, q̇) 的简化版本。这种控制器的性能可以预期超过使

用任意选择 Kp 和 Kv 设计的控制器。

重要的是要注意，这种 LQ 设计导致 e(t), ė(t) 和 u(t) 方面的最小闭环能量。然而，

机器人手臂的实际控制输入为

τ =M(q)(q̈d − u) +N(q, q̇) (4.134)
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尽管使用这种方法没有最小化 τ(t) 中的能量，但我们可以使用一些范数不等式来

写入

∥τ∥ ≤ ∥M(q)∥∥q̈d∥+ ∥M(q)∥∥u∥+ ∥N(q, q̇)∥ (4.135)

因此，保持小的 ∥u(t)∥ 可能预期会使 ∥τ∥ 更小。
我们已经使用计算力矩（即反馈线性化）方法推导了 LQ 控制器。产生基于相同

Riccati方程的设计的另一种方法是采用完整的非线性臂动力学并找到 Hamilton-Jacobi-
Bellman 方程的近似（即时不变）解 [Luo and Saridis 1985]；[Luo et al. 1986]。

4.7 笛卡尔控制

我们已经看到了如何使机器人操作臂跟踪期望的关节空间轨迹 qd(t)。然而，在任何

实际应用中，机器人手臂的期望轨迹都是在工作空间或笛卡尔坐标中给出的。一系列重

要的论文处理了分解运动操作臂控制 [Whitney 1969]；[Luh et al. 1980]、[Wu and Paul
1982]。在那里，关节运动被分解到笛卡尔坐标中，其中指定了控制目标。

有几种笛卡尔机器人控制方法。例如，可以：

1.2.3.1. 在 3.5 节中使用笛卡尔动力学进行控制设计（参见习题）。

2. 使用逆运动学将期望的笛卡尔轨迹 yd(t) 转换为关节空间轨迹 qd(t)。然后使用关

节空间计算力矩控制方案表 4.4.1。

3. 使用笛卡尔计算力矩控制。

4.7.1 笛卡尔计算力矩控制

这种方法从关节空间动力学开始

M(q)q̈ +N(q, q̇) = τ (4.136)

笛卡尔误差定义为

ey = yd − y (4.137)

其中 yd(t) 是期望的笛卡尔轨迹，y(t) 是末端执行器笛卡尔位置。

末端执行器笛卡尔位置可以用 y(t) 以多种形式指定，包括：4× 4 臂 T 矩阵；使用

欧拉角的 6 向量；或使用四元数的 7 向量。
笛卡尔误差可以指定为 6 向量

ey =

[
ep

eo

]
(4.138)

其中 ep(t) 是位置误差，eo(t) 是方向误差。
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假设 y = h(q)，其中 h(q) 是从 q(t) 到 y(t) 的变换。那么相关的 Jacobian 为
J = ∂h/∂q 且 ẏ = Jq̇。

相对于 ey(t) 的计算力矩控制由下式给出

τ =M(q)J−1(ÿd − J̇ q̇ − u) +N(q, q̇) (4.139)

产生误差系统

ëy = u+ w (4.140)

具有干扰

w = JM−1τd − J̇ q̇ (4.141)

我们称 (4.7.7) 为笛卡尔计算力矩控制律。
外环控制 u(t) 可以使用已经提到的用于关节空间计算力矩控制的任何技术进行选

择（参见表 4.4.1）。对于 PD 控制，完整的控制律为

τc =M(q)J−1(ÿd − J̇ q̇ +Kvėy +Kpey) +N(q, q̇) (4.142)

笛卡尔计算力矩控制的一个缺点是需要计算逆 Jacobian。为了避免在每个采样周期
求逆 Jacobian，我们可以使用近似笛卡尔计算力矩控制器

τc = M̂Ĵ−1(ÿd − J̇ q̇ +Kvėy +Kpey) + N̂ (4.143)

通过设置 M̂Ĵ−1 = I, N̂ = G(q) 获得此控制律的特殊情况，产生笛卡尔 PD-gravity 控制
器

τc = −Kvėy −Kpey +G(q) (4.144)

4.7.2 笛卡尔误差计算

可以从使用臂 T 矩阵表示的臂运动学测量的关节变量计算实际笛卡尔位置

y = T =

[
n o a p

0 0 0 1

]
(4.145)

并且可以类似地将期望笛卡尔位置表示为 yd = Td。然后可以如下计算适合计算力矩控

制的笛卡尔位置误差和速度误差。定义

ẏ =

[
v

ω

]
(4.146)

其中 v(t), vd(t) 是实际和期望的线速度，ω(t), ωd(t) 是实际和期望的角速度。然后

ėy =

[
ėp

ėo

]
=

[
vd − v

ωd − ω

]
(4.147)
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很容易计算，因为 q̇(t) 可以使用 q̇ = J−1ẏ 从测量的关节变量确定。

线性位置误差简单地由

ep = pd − p (4.148)

给出。可以获得用于反馈目的的合适方向误差 eo(t) 更困难，但可以定义如下。

分别表示 T 和 Td 的旋转变换部分为 R(t), Rd(t)。方向误差可以用将 R(t) 带入

Rd(t) 的 Euler 轴 k(t) 的 ϕ(t) 弧度旋转表示。事实上，可以定义 3 向量

eo = k sinϕ (4.149)

其中可以假设 eo(t) 很小。使用此定义，可以证明 eo(t) 从 T 和 Td 使用

eo =
1

2
(n× nd + o× od + a× ad) (4.150)

找到。整体笛卡尔误差现在由 ey = [eTp e
T
o ]

T 给出。

注：读者可以通过交互式可视化工具对比传统 PID 控制与计算力矩控制的
性能差异，观察非线性补偿对轨迹跟踪精度的影响。

4.8 总结

在本章中，我们展示了如何生成定义机器人末端执行器运动的平滑轨迹，该轨迹通

过一组指定的点。然后我们涵盖了重要的计算力矩控制器类，它包含许多类型的机器人

控制算法。经典和现代控制算法都由该类描述，因此计算力矩提供了旧运动控制算法与

本书其余部分更现代算法之间的桥梁。

作为计算力矩算法的特殊类型，我们提到了 PD 控制、PID 控制、PD-plus-gravity、
经典关节控制和数字控制。大多数机器人控制算法都是数字实现的，计算力矩为分析数

字化和采样周期大小的影响提供了严格的框架。这是通过将数字控制视为近似计算力矩

定律并研究误差系统来实现的。

我们展示了现代线性二次外环设计的一些方面，并以笛卡尔控制的讨论结束。

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Computed_Torque_Control.html
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习题

4.2 节

[label=4.2–0]最小时间控制。当初始和最终速度不为零时，推导最小时间控制切换
时间 ts[cf. (4.2.11)]。多项式路径插值。希望将单个关节从 q(0) = 0, q̇(0) = 0 通过

点 q(1) = 5, q̇(1) = 40 移动到最终位置/速度 q(2) = 10, q̇(2) = 0。确定此两个间

隔路径所需的三次插值多项式。绘制生成的路径并验证它满足 q(t) 和 q̇(t) 的指定

要求。LFPB。使用 LFPB 重复习题 4.2–2。加速度匹配的多项式路径。推导在通
过点匹配位置、速度和加速度所需的插值多项式。

4.3 节

[label=4.3–0, resume]柔性耦合系统仿真。使用计算机仿真重现示例 3.6.1 中带柔
性耦合轴的电机的仿真结果。非线性系统仿真。Van der Pol 振荡器是一个具有一
些有趣特性的非线性系统。仿真初始条件 x1(0) = 0.1, x2(0) = 0.1 下的动力学。使

用参数值 α = 0.1，然后 α = 0.8。绘制 x1(t) 和 x2(t)，以及相平面中的 x2(t) 与

x1(t)。

4.4 节

[label=4.4–0, resume]证明 (4.4.32)。PD 计算力矩仿真。使用各种 PD增益值
重复示例 4.4.1。经典关节控制。证明 (4.4.55)、(4.4.57)、(4.4.60) 和 (4.4.62)。
带负载不确定性的 PD 计算力矩。在示例 4.4.1 中，假设 m2 在 t = 5 s 时从
1 kg 变为 2 kg。CT 控制器仍使用 m2 = 1 的值。使用仿真绘制误差时间历

史。带负载不确定性的 PID 计算力矩。使用 PID 外环重复习题 4.4–4。带
摩擦不确定性的 PD 计算力矩。将形式为 F (q, q̇) = Fv q̇ +Kdsgn(q̇) 的摩擦
添加到臂动力学中，但不添加到 CT 控制器中。仿真不同 PD 增益下的性能。
带摩擦不确定性的 PID 计算力矩。使用 PID 外环重复习题 4.4–6。带执行
器动力学的 PD 计算力矩。[label=()]

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16.17.18.19.20.21.22.23.24.25.26.27.28.1.2.3.4.1.2.1.2.3.4.5.6.7.8. (a) 为具有执行器动力学的双连杆平面肘臂设计 CT 控制律。取连杆质量和长度
为 1 kg, 1 m。取电机参数为 Jm = 0.1 kg-m2，bm = 0.2 N-m/rad/s，R = 5Ω，

设置齿轮比 r = 0.1。

(b) 对各种 PD 增益值仿真控制器。

9. 带忽略执行器动力学的 PD 计算力矩。假设 CT 控制器仅使用臂动力学设计，忽
略了执行器动力学。使用示例 4.4.1 中的 PD 增益。对各种齿轮比 r 值仿真控制
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律。

10. 仅使用执行器动力学的 PD 计算力矩。仅使用执行器动力学设计 CT 控制器，不
使用臂动力学。对各种齿轮比 r 值仿真控制律。

11. 带执行器动力学的经典关节控制。像习题 4.4–8 那样包含执行器动力学重复示例
4.4.4。

12. 带柔性耦合的 PD 计算力矩。将示例 3.6.1 中的柔性轴与示例 4.4.1 中的双连杆臂
结合起来。

13. 带近似 CT 控制的误差动力学。考虑示例 3.2.1 中的双连杆极坐标臂，具有形式
为 F (q̇) = Fv q̇ +Kdsgn(q̇) 的摩擦。对以下情况找到误差动力学 (4.4.44)：

[label=()]摩擦未包含在 CT 控制律中。在 CT 控制律中负载质量 m2 不完全

已知。使用 PD-gravity CT。使用 PD 经典关节控制，没有非线性项。

4.5 节

[label=4.5–0, resume]数字控制仿真。[label=()]

(a)(b)(c)(d)1. (a) 使用周期为 1 s 而不是 2 s 的期望轨迹重复示例 4.5.1。

(b) 通过删除图 4.5.7 中将初始速度估计置零的行重新进行仿真。

(c) 尝试使用示例中方程 (1) 给出的从 q̇d 和 vk 计算 ėk 的替代技术仿真数字 CT
控制器。

2. 数字控制仿真。将示例 4.4.3 中的 PD-gravity CT 控制器转换为数字控制器。

3. 数字控制的误差动力学。使用形式 (4.5.3) 的数字控制找到表 4.4.1 中的误差系统。

4. 抗饱和保护。在示例 4.4.4 中的机器人控制器上实现抗饱和保护。

4.6 节

[label=4.6–0, resume]最优 LQ 外环 PD 增益。验证 (4.6.15)。使用 LQ 外环设计
的鲁棒控制。使用从 LQ 设计找到的 PD 增益重做示例 4.4.3 中的 PD-gravity 仿
真。
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4.7 节

[label=4.7–0, resume]直接笛卡尔计算力矩设计。从 3.5 节中的笛卡尔动力学开始
并设计计算力矩控制器。近似笛卡尔计算力矩。推导与控制律 (4.7.11) 相关的误
差系统动力学。笛卡尔 PD-Plus-Gravity 控制。使用笛卡尔计算力矩控制重复
示例 4.4.3，其中轨迹在工作空间坐标中给出。
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Chapter 5

机器人操作器的鲁棒控制

引言

在本章中，我们讨论当机器人的动力学模型存在不确定性时的控制问题。这种情况

可能源于机器人携带未知负载，或者精确计算机器人动力学的代价过高。本章的鲁棒控

制器是通过对第 4 章设计的控制器进行改进而获得的。

5.1 引言

不确定系统的控制通常采用自适应控制或鲁棒控制两种方法之一来实现。在自适应

方法中，设计者尝试让控制器” 学习” 系统的不确定参数，如果设计得当，最终将成为
该系统的” 最优” 控制器。在鲁棒控制方法中，控制器具有固定结构，能够为一类包含
当前被控对象的系统提供” 可接受” 的性能。一般而言，自适应方法适用于更广泛的不
确定性范围，但鲁棒控制器更易于实现，且不需要时间来” 调整” 控制器以适应特定的
被控对象。在本章中，我们回顾用于控制机器人运动的各种鲁棒控制设计。自适应控制

方法将在第 6 章讨论。
本章介绍的鲁棒控制方法可用于分析第 4 章讨论的机器人制造商使用的简单控制

器的性能，并提出改进和修改建议。事实上，我们能够根据对机器人动力学知识的固有

缺乏程度，确定第 4 章简单 PID 控制器的适用范围。
本章设计的控制器可以使用输入-输出稳定性工具或状态空间工具进行分析。在输

入-输出方法中，使用小增益定理或被动性定理来证明受控机器人的稳定性。在状态空
间方法中，大多数设计使用基于李雅普诺夫的论证来证明稳定性。有关这两种方法的概

述，请参见第 2 章。
考虑第 3 章给出的机器人动力学：

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) = τ − τd (5.1)

115
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假设关节空间中的期望轨迹由时间函数 qd(t) 给出。如无歧义，我们将省略时间依

赖性。设 qd、q̇d、q̈d 和 τd 为时间的有界函数。类似于第 4 章，我们假设轨迹误差 e 有

两个分量：

e =

[
e

ė

]
=

[
qd − q

q̇d − q̇

]
(5.2)

本章的控制器假设可以测量 q 和 q̇。如第 3.5 节所述，可以测量除 q 和 q̇ 以外的变

量。第 4.7 节的笛卡尔计算力矩控制器提供了一个直接跟踪笛卡尔轨迹的设置。我们将
讨论限制在关节测量的情况，理解到可以通过首先获得相应的关节轨迹，然后应用本章

的方法来跟踪另一个坐标系中的期望轨迹。

然而，我们可以假设 q 和 q̇ 的测量 p 和 ṗ 受到有界噪声的污染，即：

∥wi∥ ≤ ci (5.3)

其中 ∥wi∥ ≤ ci。

在第 5.2 节中，我们讨论第 4.4 节的计算力矩类控制器，并研究其鲁棒性。该节分
为使用李雅普诺夫稳定性推导鲁棒性的控制器，以及鲁棒性依赖于输入-输出稳定性的
控制器。在第 5.3 节中介绍了不一定从计算力矩控制器导出的非线性控制器，包括利用
机器人动力学被动性的控制器，以及其他变结构方法和饱和控制器。最后，在第 5.4 节
中，我们回顾通过显式或隐式修改机器人动力学来增强控制器鲁棒性的方法。

5.2 反馈线性化控制器

本节设计的控制器可以作为第 3 章反馈线性化（或计算力矩）控制器的改进。它们
基本上是第 4.4 节的计算力矩类控制器。我们研究静态和动态反馈设计，并比较文献中
不同的控制器。请注意，第 4.4 节开始了一项研究，其中一些在那里引入的控制器将在
本章再次出现。这里的重点是将文献中分散的许多控制器联系起来，并给它们一个共同

的理论依据。

为简化起见，我们假设式 (??) 中 q̈d = 0，式 (??) 中 wi = 0，尽管可以轻松考虑有

界的 q̈d 和 wi 的影响，并在大多数示例中加以考虑。类似于第 4 章，机器人的动力学被
转换为线性系统

u = q̈ (5.4)

和

ė = Ae+B(ν − q̈d) (5.5)

导出非线性计算力矩控制器
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τ =M(q)ν +N(q, q̇) (5.6)

由于 M(q) 的可逆性，这给出以下闭环系统：

ë = u (5.7)

这可以用传递函数描述：

G(s) =
1

s2
I (5.8)

然后问题简化为找到线性控制 u 来实现期望的闭环性能；即，在

U(s) = C(s)E(s) (5.9)

或

u = C(s)e (5.10)

中找到 F、G、H 和 J。注意上述概念表明 u(t) 是当输入 e(t) 施加时系统 C(s) 的

输出。还请注意，从式 (??) 可以看出，机器人的不同关节是去耦的，因此在这一层次
上，可以设计 n 个独立的 SISO 控制器来控制机器人的 n 个关节。

不幸的是，控制律 (??) 通常由于复杂性或 M(q) 和 N(q, q̇) 中存在的不确定性以及

q̈d 和 wi 的存在而无法实现。相反，应用式 (??) 中的 τ̂，其中 M̂ 和 N̂ 是 M 和 N 的

估计值：

τ = M̂(q)ν + N̂(q, q̇) (5.11)

这反过来将在线性模型中重新引入一些耦合，并导致（图 5.2.1）：

ė = Ae+B(u− η) (5.12)

其中

η =M−1[∆Mν +∆N ] + w1 +M−1τd (5.13)

∆M = M − M̂，∆N = N − N̂，因此 η 在 M̂ = M 和 N̂ = N 时为零。然而，一

般而言，向量 η 是 e 和 u 的非线性函数，不能视为外部干扰。它代表由建模不确定性、

参数变化、外部干扰、摩擦项甚至可能是测量噪声引起的全局线性化误差动力学的内部

干扰 [Spong and Vidyasagar 1987]。
大多数商用机器人实际上使用式 (??) 中的控制器进行控制，其中选择 M̂ = I 和

N̂ = 0。例如，参见 [Luh 1983] 和第 4.4 节。选择 M̂ = I 是由驱动机器人连杆的强大电
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机以及用于将电机输出扭矩提高到可接受水平同时降低速度的减速机构来验证的。选择

N̂ = 0 是通过防止不同电机驱动其连杆过快，从而限制科里奥利和向心力扭矩来验证

的。这种商用控制器被称为” 非基于模型的控制器”，自机器人学早期以来一直在使用。
对更高性能的追求正在促使研究人员和制造商使用直接驱动机器人，并尝试使用功

率较小但效率更高的电机以更高的速度移动它们 [Asada and Youcef-Toumi 1987]。这一
新方向增加了对更鲁棒控制器（如下面描述的）的需求。

本节的方法围绕设计线性控制器 C(s) 展开，使得图 5.2.1 中的完整闭环系统以某
种合适的方式（例如，一致最终有界、全局渐近稳定、Lp 稳定等）对于给定类别的非线

性扰动 η 是稳定的。换句话说，选择式 (??) 中的 C(s)，使得式 (??) 中的误差 e(t) 以

某种期望的方式稳定。

ë = u− η (5.14)

在使用这种方法时，通常对旋转关节机器人做出合理的假设 (??)–(??)[Spong and
Vidyasagar 1987]。在下文中，µ1、µ2、a、α0、α1 和 α2 是依赖于不确定性大小的非负

有限常数。

µ1I ≤M−1(q) ≤ µ2I (5.15)

∥M−1∆M∥ ≤ a ≤ 1 (5.16)

∥η∥ ≤ α0 + α1∥e∥+ α2∥e∥2 (5.17)

回顾不等式 (??) 在第 3.3 节中引入，并注意上述不等式中使用的范数可以是 ∞ 范
数或 2 范数，取决于应用。还注意，对于具有棱柱关节的机器人，边界 µi 和 αi 是 q 的

标量函数，并且 µ1 ≈ µ2 使得 a = (µ2 − µ1)/(µ2 + µ1) [Spong and Vidyasagar 1987]。最
后，(??) 是第 3.3 节讨论的科里奥利和向心项性质的结果。
我们将给出反馈线性化方法的不同代表性设计，从使用李雅普诺夫稳定性理论研究

行为的控制器开始。

5.2.1 李雅普诺夫设计

静态反馈补偿器已被广泛使用，始于 [Freund 1982]和 [Tarn et al. 1984]的工作。考
虑式 (4.4.13) 中引入的控制器：

u = −Kpe−Kvė (5.18)

使得
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ė = Ace+Bη (5.19)

可以看出，通过将 Ac 的极点足够远地放置在左半平面，可以保证在存在 η 的情况

下闭环系统的鲁棒稳定性。这在 [Arimoto and Miyazaki 1985] 中对于 q̈d = 0 的情况被

证明是正确的，如定理 4.4.1 和例 4.4.3 中所述。对于轨迹跟踪问题，假设 q̈d ̸= 0，在

[Dawson et al. 1990] 中也证明了这一点，如定理 4.4.2 中所述。
使用李雅普诺夫稳定性概念设计的鲁棒控制器有很多，选择李雅普诺夫函数候选和

设计增益 K 以确保李雅普诺夫函数候选沿式 (??) 轨迹下降的方法也有很多种。然而，
为了减少渐近轨迹误差，可能需要过大的增益（参见例 4.4.3）。因此，我们选择使用被
动性定理和增益矩阵 K 的选择，使闭环系统的线性部分成为严格正实（SPR）系统。如
第 2.11 节所述，可以选择一个输出使闭环系统成为 SPR 系统；因此允许对 M(q) 的知

识存在较大的被动不确定性。事实上，可以使用状态反馈控制器来定义适当的输出 Ke，

使得输入-输出闭环线性系统 K(sI − A + BK)−1B 是严格正实的（SPR）。考虑以下闭
环线性系统：

ė = (A− BK)e+Bη (5.20)

z = Ke (5.21)

r = Kė = Ke+Ke (5.22)

然后可以使用定理 2.11.5 证明，如果以下条件成立，则该系统是 SPR 的：

Kv = 2aI, Kp = 4a2I (5.23)

选择

Λ = 2aI (5.24)

使得

r = ė+ Λe (5.25)

是以下李雅普诺夫方程的正定解

AT
c P + PAc = −Q (5.26)

和
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K = BTP (5.27)

下一个定理给出了轨迹误差一致有界的充分条件。

定理 5.1. 定理 5.2–1：如果满足以下条件，式 (??) 给出的闭环系统将是一致有界的：

M̂ ≥ µ2I (5.28)

和

Kv = 2aI, Kp = 4aI (5.29)

1.2.1.2.3. 证明. 考虑式 (??) 给出的闭环系统，使用控制器 (??)，并选择以下李雅普诺夫函数候
选：

V = eTPe+
1

2
eTKve+ δ(e) (5.30)

其中 δ(e) 是对应于 SPR 系统 (??) 的李雅普诺夫函数。那么如果 M̂ ≥ 0，我们有

V > 0。当 M̂ ≥ µ2I 时满足此条件。然后微分得到

V̇ = −eTQe+ 2δT (e)η + eTKvė (5.31)

为了保证 V̇ < 0，回忆边界 (??)–(??)，并写出

V̇ ≤ −λmin(Q)∥e∥2 + 2α0∥e∥+ 2α1∥e∥2 + 2α2∥e∥3 (5.32)

其中 αi 是常数。注意可以从 (3) 中提出因子 ∥e∥ 而不影响方程的符号确定性。然
后如果满足以下条件，误差的均匀有界性就得到保证：

λmin(Q) > 2α1 + 2α2∥e∥ (5.33)

这可以通过以下条件保证：

a > α1 + α2∥e∥ (5.34)

或

Kv > 2(α1 + α2∥e∥)I, Kp > 4(α1 + α2∥e∥)2I (5.35)

误差将被一个随着 a 增大而趋于零的项所限制（有关详细信息，请参见定理 2.10.3
及其在 [Dawson et al. 1990] 中的证明）。这一分析允许 ∆M 任意大，只要 M̂ ≥ µ2I，
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如下例所示。事实上，如果 N 是已知的，由于在这种情况下 ∆N = 0，从被动性定理可

以确保全局渐近稳定性。控制器总结在表 5.2.1 中。
研究 (??) 并尝试理解其各项的贡献是有启发性的。以下选择将有助于满足 (??)：

1. 对应于大 a 的大增益 Kp 和 Kv。

2. 对 N 的良好了解，这转化为小的 αi。

3. 大的 µ1 或大的惯性矩阵 M(q)。

4. 具有小 c 的轨迹，即小的期望加速度 q̈d。

以下示例说明了条件 (??) 的充分性以及更大增益 Kp 和 Kv 的影响。

示例 5.1 (静态控制器（李雅普诺夫设计）). 例 5.2–1：在本章的所有示例中，我们使用
第 3 章例 3.2.2 中首次描述的双连杆旋转关节机器人，其动力学在这里重复：

τ =M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) (5.36)

其中

M(q) =

[
(m1 +m2)a

2
1 +m2a

2
2 + 2m2a1a2 cos q2 m2a

2
2 +m2a1a2 cos q2

m2a
2
2 +m2a1a2 cos q2 m2a

2
2

]
(5.37)

参数 m1 = 1kg，m2 = 1kg，a1 = 1m，a2 = 1m，g = 9.8 m/s2。让本章所有示例中
使用的期望轨迹由下式描述：

qd =

[
sin t
cos t

]
(5.38)

然后 q̈d =

[
− sin t
− cos t

]
。可以证明

µ1 = 0.5, µ2 = 3.5 (5.39)

让 ∆M = 0 然后

α0 = 9.8, α1 = 0, α2 = 0 (5.40)

或

∥η∥ ≤ 9.8 (5.41)
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然后使用 M̂ = 6I 和 a = 172 来满足 (??)。事实上，这些值将导致比实际需要的更
大的控制器增益。相反，假设我们让 M̂ = 6I，N̂ = 0，并且

Kp = 50I, Kv = 25I (5.42)

注意这基本上是一个计算力矩类的 PD 控制器。机器人轨迹的仿真如图 5.2.2 所示。
我们还从 e(0) = 0 开始我们的仿真。增加增益的效果如图 5.2.3 所示，对应于控制器

Kp = 225I, Kv = 30I (5.43)

注意，至少最初，高增益情况需要更大的扭矩（比较图 5.2.2c 和 5.2.3c），但误差幅
值的大小通过消耗更多努力而大大降低。

这些静态控制器的一致有界性还有其他证明。特别是，[Dawson et al. 1990] 中的结
果提供了用控制器增益表示的 e 界限的显式表达式。为了简洁起见并展示不同的设计，

我们选择在本节中限制我们的发展到一个控制器。

如第 4.4 节所讨论的，即使使用精确的计算力矩控制器，如果存在干扰，也可能存
在残余的稳态误差。解决这个问题的常见方法（并且可以消除恒定干扰）是引入积分反

馈，如第 4.4 节所做。这样的控制器可以再次在鲁棒控制器框架中使用，如果避免积分
器饱和问题，将导致类似的改进（参见第 4.4 节）。

在下一节中，我们使用输入-输出稳定性方法来显示类似于这里设计的静态控制器
的稳定性，并设计更一般的动态补偿器。

5.2.2 输入-输出设计

在本节中，我们将展示使用输入-输出方法验证轨迹误差稳定性的设计。特别是，我
们展示了误差的 L∞ 和 L2 稳定性的控制器。我们将本节分为处理先前描述的静态控制

器的小节，以及处理更一般的动态控制器的子节。

静态控制器

这些控制器具有与第 4.4 节和前一节中描述的相同的结构。不同之处在于这里我
们使用输入-输出概念而不是李雅普诺夫理论暗示的状态空间方法来显示误差的稳定性。
在 [Craig 1988] 中，使用静态控制器展示了误差信号的有界性。(??)–(??)中使用的范数
然后是 L∞ 范数。该控制器的开发始于假设 (??)、(??) 和 (??) 到

∥η∥ ≤ α0 + α1∥ė∥+ α2∥ė∥2 (5.44)

的修改。这个假设是合理的，因为 N 由重力和速度相关项组成，可以独立于位置误

差 e 进行限制 [参见 (??)]。我们还假设 q̈d = 0。让我们然后选择状态反馈控制器 (??)，
这里为了方便重复：
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u = −Kpe−Kvė (5.45)

相应的输入-输出微分方程

ë+Kvė+Kpe = η (5.46)

该方程的框图描述在图 5.2.4 中给出。考虑从 η（作为独立输入）到 e 的传递函数：

E(s) = P11(s)η(s) + P12(s)η̇(s) (5.47)

或

E(s) =
1

s2 +Kvs+Kp

η(s) (5.48)

可以看出，Kv 和 Kp 都是对角矩阵，Kv = 2
√
Kp，在每个关节实现临界阻尼响应

[参见 (4.4.22)、(4.4.30)和 (3.3.32)]。P11(s)和 P12(s)的无限算子增益是（参见引理 2.5.2
和例 2.5.8）：

∥P11∥∞ =
1

λ2min(Kp)
, ∥P12∥∞ =

1

λmin(Kp)
(5.49)

其中

η =M−1[∆Mq̈d +∆N ] + w1 +M−1τd (5.50)

然后考虑以下不等式：

∥e∥∞ ≤ ∥P11∥∞∥η∥∞ + ∥P12∥∞∥η̇∥∞ (5.51)

使用 (??)–(??)，我们有

∥η∥∞ ≤ α0 + α1∥e∥∞ + α2∥e∥2∞ (5.52)

以下定理给出了与定理??平行的误差有界性的充分条件。

定理 5.2. 定理 5.2–2：假设

M̂ ≥ µ1I (5.53)

和

Kv = 2
√
Kp (5.54)
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那么如果满足以下条件，误差的 L∞ 稳定性就得到保证：

a

µ1

< 1 (5.55)

证明. 上述条件是通过对小增益定理应用于闭环系统而得到的，假设 e(0) = 0，使得二

次项 ∥e∥2 很小。有关详细信息，请参见 [Craig 1988]。
注意 (2) 简化为

a

µ1

< 1 (5.56)

并进一步简化为

µ2 − µ1

µ2 + µ1

< 1 (5.57)

让我们研究上述不等式以确定各项的影响。以下观察有助于满足 (??)。

1. 大的 kv 有助于满足稳定性条件。注意：这也意味着大的 kp。

2. 对 N 的良好了解，这将转化为小的 αi。

3. 大的 µ1 或大的惯性矩阵 M(q)。

4. 具有小 q̈d 的轨迹。

5. 其惯性矩阵 M(q) 在其工作空间中变化不大的机器人（即 µ1 ≈ µ2），使得 a 很小。

注意，小的 a 需要至少在 (??) 中满足 a < 1。这将转化为严重的要求，即矩阵 M̂

应在机器人的所有配置中接近惯性矩阵 M(q)。

控制器总结在表 5.2.2 中。
这些观察类似于在不等式 (6) 之后所做的观察，并在下一个示例中说明。

示例 5.2 (静态控制器（输入-输出设计）). 例 5.2–2：考虑非线性控制器 (??)，其中

M̂ =

[
6 1

1 2

]
, N̂ = 0 (5.58)

因此，

∥M−1∆M∥∞ ≤ a = 0.72 (5.59)

如果 kv > 720，则满足条件 (1)。这当然是一个大界限，可以通过选择更好的 M̂ 来

改进。对于 kp = 225 和 kv = 30 的闭环行为仿真如图 5.2.5 所示。误差幅值比使用可比
较控制努力的例 5.2.1 的 PD 控制器所实现的误差要小得多。这种改进是以了解式 (1)
中的惯性矩阵 M(q) 为代价的。
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动态控制器

到目前为止讨论的控制器是静态控制器，因为它们没有存储先前状态信息的机制。

在第 4 章和本章中，这些控制器只能对当前位置和速度误差进行操作。在本节中，我们
提出了三种方法来展示基于反馈线性化方法的动态控制器的鲁棒性。前两种方法是一自

由度（DOF）反馈补偿器，而最后一种是二自由度补偿器。
一自由度设计
第一类动态控制器称为一自由度控制器，因为它们只能在机器人的测量输出上操

作。换句话说，这些是将测量信号通过动态系统反馈到输入之前的控制器。它们应与没

有使用动态反馈的静态控制器，以及接下来考虑的二自由度控制器形成对比。

在 [Spong and Vidyasagar 1987] 中，使用因式分解方法设计了一类动态线性补偿器
C(s)，由稳定传递矩阵 Q(s) 参数化，保证线性系统 (??) 的解 e(t) 是有界的。实际的因

式分解方法设计超出了本书的范围，但适用于机器人学的方法论的相当一般的代表性在

例 5.2.3 中给出。在 [Spong and Vidyasagar 1987] 中，实际上假设 ∆N 的界限是线性的

[即，在式??中 α2 = 0]，然后找到了标称植物的所有 L∞ 稳定补偿器的族。虽然 [Spong
and Vidyasagar 1987] 中处理了噪声测量的情况，但为了简单起见，我们将自己限制在
无噪声情况下。让我们首先回忆系统 (??)，同时抑制 s 依赖性，

ë = u−M−1[∆Mu−∆N ]− w1 −M−1τd (5.60)

并定义

u =M−1[∆Mu−∆N ]− w1 −M−1τd (5.61)

令 Pi、i = 1, 2 的算子增益由下式给出

γ1 = ∥P1∥, γ2 = ∥P2∥ (5.62)

注意 γ1 = max(γ11, γ12)。参见引理 2.5.2 和例 2.5.8。然后考虑

ë = P2[u− P1η] (5.63)

下一个定理给出了轨迹误差 BIBO 稳定性的充分条件。

定理 5.3. 定理 5.2–3：如果满足以下条件，闭环系统 (??) 的 BIBO 稳定性将得到保证：

γ1γ2 < 1 (5.64)

事实上，轨迹误差受以下限制：

∥e∥∞ ≤ γ2
1− γ1γ2

∥η∥∞ (5.65)
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证明. 通过小增益定理。有关详细信息，请参见 [Spong and Vidyasagar 1987]。
如果我们仔细研究 (1)，我们注意到如果满足以下条件，它将被满足：

1. µ1 很大或 M(q) 很大。

2. 对 N 的良好了解，导致小的 α1。

3. 由于补偿器 C 的大增益，导致小的 γ1。

4. γ2 接近 1，这也可以通过大增益补偿器 C 获得。

注意，在极限情况下，随着 C(s) 的增益变得无限大，γ1 趋于零。这将条件 (1) 转
换为

∥η∥∞ <∞ (5.66)

还可以从 (??)–(??) 看出，增加 C(s) 的增益 k 将减小 γ1，因此减小 ∥e∥∞。现在可
以通过选择参数 Q(s) 来满足其他设计标准，例如抑制 η 的影响，来获得特定的补偿器。

例如，可以通过选择 C(s) = −K 来恢复 Craig 的补偿器，使得控制努力由下式给出

u = Ke (5.67)

然后注意，如果 α2 = 0 和 γ2 = γ11kp + γ12kv，条件 (??) 和 (1) 是相同的。还可以
从 (2) 看出，较小的 d 导致较小的跟踪误差。事实上，如果 e(0) = 0 和 α0 = 0，可以证

明误差的渐近稳定性。最后，注意有界干扰的存在将使误差 e 的界限更大，但不会影响

稳定性条件 (1)。该控制器总结在表 5.2.3 中。
因式分解方法给出了所有一自由度稳定补偿器 C(s) 的族。设计方法在接下来的示

例中针对双连杆机器人进行说明。

示例 5.3 (动态控制器（输入-输出设计）). 例 5.2–3：让例 4.2.1 中的 Gv(s) 因式分解为

Gv(s) = N(s)D−1(s) = D̃−1(s)Ñ(s) (5.68)

其中 N(s)、D(s)、Ñ(s) 和 D̃(s) 是稳定有理函数的矩阵。然后我们可以找到

N(s) = Ñ(s) =
1

(s+ 1)2

[
1 0

0 1

]
(5.69)

和

D(s) =
s2

(s+ 1)2

[
1 0

0 1

]
= D̃(s) (5.70)
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接下来我们求解 Bezout 恒等式 [Vidyasagar 1985] 对于 X(s) 和 Y (s)，它们也是稳

定有理函数，

Y (s)D(s) +X(s)N(s) = I (5.71)

得到

X(s) =
2s+ 1

(s+ 1)2

[
1 0

0 1

]
, Y (s) =

(s+ 1)2

(s+ 1)2

[
1 0

0 1

]
(5.72)

然后所有稳定控制器由下式给出

C(s) = [Y (s)−Q(s)Ñ(s)]−1[X(s) +Q(s)D̃(s)] (5.73)

其中 Q(s) 是稳定有理函数，否则是任意的。一个选择当然是让 Q(s) = 0，这导致”
中心解”[Vidyasagar 1985]

C(s) = Y −1(s)X(s) =
2s+ 1

(s+ 1)2

[
1 0

0 1

]
(5.74)

还可以选择 Q(s) 来满足所需的性能。特别是，[Spong and Vidyasagar 1987] 中提
出了以下 Q(s) 的选择：

Q(s) =
k

s(s+ 1)

[
1 0

0 1

]
(5.75)

这导致以下控制器：

C(s) =
(2s+ 1)(s+ 1) + k

s(s+ 1)

[
1 0

0 1

]
(5.76)

或

u = C(s)e (5.77)

其中

ẋ = −x+ ke (5.78)

和

u = (2 + k)x+ (1 + 2k)e (5.79)

随着 k 的增加，控制器的干扰抑制性能增强，但代价是如从 C(s) 表达式中看到的

更高增益。该控制器对于 k = 225 的仿真如图 5.2.6 所示。以下观察是有序的：轨迹误
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差比以前任何控制器都小，而扭矩努力是可比较的。此外，控制器的复杂性是可接受的，

因为机器人的动力学没有用于实现控制。

如 [Craig 1988] 中讨论并在定理??中提出的，包括更合理的二次界限不会破坏
[Spong and Vidyasagar 1987] 的 L∞ 稳定性结果。然而，如 [Becker and Grimm 1988]
中所示，除非重新构建问题并做出更多假设，否则不能保证误差的 L2 稳定性。实际上，

误差将是有界的，但可能没有有限能量。特别是，对于 L2 稳定性成立，不再容忍噪声

测量。接下来我们展示了适用于类似于定理??中描述的动态补偿器但不要求 α2 = 0 的

L∞ 稳定性结果的扩展。

定理 5.4. 定理 5.2–4：如果满足以下条件，式 (??) 的误差系统是 L∞ 有界的：

q̈d = 0 (5.80)

和

γ1γ2 < 1− a (5.81)

证明. 小增益定理的扩展。有关详细信息，请参见 [Becker and Grimm 1988]。
对 (1) 的研究揭示了以下所需特征将有助于满足不等式：

1. 由于大的 M(q) 导致大的 µ1。

2. 小的 γ1 和接近 1 的 γ2，这将来自大增益补偿器 C。

3. 小的 αi，这将来自对 N 的良好了解。

4. 由于小的 q̈d 导致的小的 c。

注意，如果 γ1 = max(γ11, γ12) 和 γ2 = k = γ11kp + γ12kv，则恢复了 Craig 在定
理??中的条件。

另一方面，假设 q̈d = 0和 α2 = 0，如果满足以下条件，则 [Becker and Grimm 1988]
中证明了 e 的 L2 稳定性：

γ1γ2 < 1− a (5.82)

其中 γi 如引理 2.5.2 中所示。该控制器总结在表 5.2.4 中。

示例 5.4 (动态一自由度设计). 例 5.2–4：使用与例 5.2.3 相同的线性控制器，但假设 N

中的二次速度项是已知的，使得 α2 = 0；即

∥η∥ ≤ α0 + α1∥e∥ (5.83)
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结果显示在图 5.2.7 中，参数 k = 150。它们与图 5.2.6 中例 5.2.3 的结果看起来并
没有显著不同。这是由于速度项在此特定应用中的贡献确实可以忽略不计。然而，这些

项在更快的轨迹中将做出更重要的贡献。

二自由度设计
众所周知，二自由度结构是最通用的线性控制器结构。二自由度设计允许我们同时

指定对指令输入的期望响应并保证闭环系统的鲁棒性。该设计在第 2 章例 2.11.4 中简
要讨论。它与本章的其他设计在精神上不同，因为它依赖于经典的频域 SISO 概念。一
般结构如图 5.2.8所示。在 [Sugie et al. 1988]中设计并仿真了一个二自由度鲁棒控制器，
将在此呈现。让植物由式 (??) 给出，并考虑以下因式分解：

G(s) = N(s)D−1(s) (5.84)

其中

D(s) = s2, N(s) = I (5.85)

下一个结果呈现了一个二自由度补偿器，它将（在 L∞ 意义上）鲁棒地稳定误差系

统。

定理 5.5. 定理 5.2–5：考虑图 5.2.8 的二自由度结构。让 K1(s) 是稳定系统，K2(s) 是

稳定 G(s) 的补偿器。然后控制器

u = s2K1v +K2(K1v − q) (5.86)

将导致闭环系统

q = K1v (5.87)

并且闭环误差系统 (??) 将是 L∞ 稳定的。

证明. 通过简单的框图操作，可以证明闭环系统是 q = K1v。实际的鲁棒性分析涉及很

多内容，将省略，但特定设计及其鲁棒性在下一个示例中讨论。

从 (2)可以看出，K1(s)用于获得期望的闭环传递函数。然后它应该是稳定的，为了

保证零稳态误差，我们选择 v = qd 并确保直流增益 K1(0) = 1。最后，我们希望 K1(s)是

精确适当的（即，零相对阶）。另一方面，K2(s) 将保证闭环系统的鲁棒性。因此，K2(s)

应该稳定 G(s) 并提供合适的稳定裕度。它应该包含一个积分项以实现静态精度。其相

对阶可以是-1，因为 q 和 q̇ 都是可用的。

示例 5.5 (动态二自由度设计). 例 5.2–5：考虑图 5.2.8 的二自由度结构，其中
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K1(s) =
ω2
1

s2 + 2ζω1s+ ω2
1

[
1 0

0 1

]
(5.88)

然后一个二自由度调节器由下式描述

K2(s) =
a1s+ ω2

s(s+ b2) + b1

[
1 0

0 1

]
(5.89)

其中 s3 + b2s
2 + b1s + 1 是稳定多项式，w1、w2、a1、b1 和 b2 是设计参数。注意

K2(s) 是 PID 控制器，并且由 K1(s) 给出的闭环系统是自然频率为 w1 和阻尼比为 ζ 的

二阶系统。还请注意，机器人的输入变为

τ =M(q)ν +N(q, q̇) (5.90)

或

ν = K2(s)(K1(s)qd − q) +K1(s)qd (5.91)

我们可以立即看到关节位置向量 q 通过 PID 控制器 K2 进行滤波。因此，除非测

量 q̇，否则需要 q 的微分。非线性闭环系统的行为如图 5.2.9 所示，当 ζ = 1 和 η = 0，

a1 = 2，b1 = b2 = 10，w1 = 8 和 w2 = 12 时。可以看出，最初扭矩努力和轨迹误差都

太大。为了理解该控制器的行为，考虑极限情况下的控制器 τ（即，当时间趋于无穷大

时）。K1qd 的输出已稳定到其最终值 qd，因此控制器 (3) 变得等效于 PID 补偿器 [参见
第 4 章，方程 (4.4.35)]。似乎 K1 和 K2 的不同结构是有保证的，因为在此期间，二自

由度控制器性能相当差。这是示例的特征，而不是二自由度方法论固有的流程。事实上，

这种结构在 [Sugie et al. 1988] 的一组跟踪情况下比一自由度 PID 补偿器表现出更好的
性能。鼓励读者完成本章末尾与此设计相关的问题，以便比较一自由度和二自由度设计

的性能。

我们已经展示了一大批或多或少基于计算力矩的控制器。我们使用不同的稳定性论

证表明，计算力矩结构是固有鲁棒的，并且通过在外环线性补偿器上增加增益，位置和

速度误差在范数意义上趋于减小。这类补偿器是迄今为止机器人制造商使用的最常见的

结构，也是最易于实现和研究的。还有更多适合这种结构的补偿器，同时适用于一些经

典控制应用。可以用超前-滞后补偿器代替 PD 和 PID 补偿器。当只有位置测量可用时，
这些特别有吸引力。这种设计在 [Chen 1989] 的离散时间情况下讨论。在非线性观测器
领域也有一些工作直接与这个问题相关 [Canudas de Wit and Fixot 1991]。我们参考第
2.11 节中的可观测性讨论。我们还建议本章末尾的一些问题，讨论反馈线性化设计的进
一步修改。

另一方面，还存在其他类型的控制器，尽管不那么普遍，但仍然构成一类非常重要

的机器人补偿器。这些是不直接依赖机器人反馈线性化的非线性控制器。相反，它们可
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以从其动力学的被动性获得，甚至可以绕过机器人的任何特殊结构特性。这些控制器接

下来讨论。

5.3 非线性控制器

存在一类不是计算力矩类控制器的机器人控制器。这些控制器直接由机器人方程获

得，而不使用反馈线性化过程。相反，这些控制器可以依赖机器人的其他性质（如其拉

格朗日-欧拉描述的被动性），或者甚至可以不考虑机器人的物理特性而获得。一般而言，
这些控制器可以写成计算力矩控制器加上一个辅助的非线性控制器。非线性控制项独立

于计算力矩项引入不同关节之间的耦合。换句话说，即使计算力矩控制器是一个简单的

PID，非线性项也会将所有关节耦合在一起，如定理??和??中所示。

5.3.1 直接无源控制器

首先，我们呈现直接依赖刚性机器人被动结构的控制器，如方程 (??) 中所述，其
中 Ṁ(q)− 2Vm(q, q̇) 通过适当选择 Vm(q, q̇) 是斜对称的，如第 3.3 节所述。

基于被动性特性，如果能将 q̇ 到 τ 的闭环与被动系统（以及 L2 有界输入）闭合，

如图 5.3.1 所示，则闭环系统将使用被动性定理渐近稳定。注意输入 u2 提供了一个额外

的自由度来满足某些性能标准。换句话说，通过选择不同的 L2 有界 u2，我们可能能够

获得更好的轨迹跟踪或噪声免疫。该结构将显示 q̇ 的渐近稳定性，但只有 e 的李雅普诺

夫稳定性。另一方面，如果能显示映射 τ 到新向量 r 的系统的被动性，r 是 e 的滤波版

本，则关闭 −r 和 τ 之间环路的控制器将保证 e 和 q̇ 的渐近稳定性。这种间接使用被动

性特性在 [Ortega and Spong 1988] 中说明，将首先讨论。
让控制器由式 (??) 给出，其中 F (s) 是严格适当、稳定的有理函数，Kr 是正定矩

阵，

τ =M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r +G(q) +Krr (5.92)

其中 r = F−1(s)e。将式 (??) 代入式 (??) 并假设无摩擦 [即 F (q̇) = 0]，我们得到

M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r +Krr = 0 (5.93)

然后可以证明 e 和 q̇ 都是渐近稳定的。事实上，选择以下李雅普诺夫函数：

V =
1

2
rTM(q)r +

1

2
eTKpe (5.94)

然后

V̇ = rTM(q)ṙ +
1

2
rTṀ(q)r + eTKpė (5.95)
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从式 (??) 代入 M(q)ṙ，我们得到

V̇ = −rTKrr ≤ 0 (5.96)

因此，r 是渐近稳定的，可用于证明 e 和 ė 都是渐近稳定的 [Slotine 1988]。这种方
法用于自适应控制文献中设计无源控制器 [Ortega and Spong 1988]，但当 M、Vm 和 G

不完全已知时，其在鲁棒控制器设计中的修改并不明显。这种修改将在变结构设计中给

出，但首先，我们呈现一个简单的控制器来说明无源补偿器的鲁棒性。

定理 5.6. 定理 5.3–1：考虑控制律 (1)

τ =M(q)q̈d + Vm(q, q̇)q̇d +G(q) +Kpe+Kvė+ u2 (5.97)

其中 F (s) 是 SPR 传递函数，由设计者选择，外部输入 u2 在 L2 范数中有界。则 q̇

是渐近稳定的，e 是李雅普诺夫稳定的。

证明. 使用上述控制律，从图 5.3.1 得到，

M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r +Krr = u2 (5.98)

通过适当选择 F (s) 和 u2，可以应用被动性定理并推断 q̇ 和 r 在 L2 范数中有界，

并且由于 F (s)−1 是 SPR 的（是 SPR 函数的逆），推断 q̇ 是渐近稳定的，因为

q̇ = F (s)−1e (5.99)

这将意味着位置误差 e 是有界的但不是渐近稳定的，在时变轨迹 q̈d 的情况下。然

而，在设定点跟踪情况下（即 q̇d = 0），并且具有重力预补偿，可以使用 LaSalle 定理推
断 e 的渐近稳定性。只要 F (s) 是 SPR 的并且 u2 是 L2 有界的，闭环系统的鲁棒性就

得到保证，无论机器人参数的确切值如何。

控制器总结在表 5.3.1 中。

示例 5.6 (无源控制器). 例 5.3–1：我们选择一个 SPR 传递函数

F (s) =
1

s+ λ
, λ > 0 (5.100)

并且我们让 u2 = q̈d。注意，到目前为止使用的期望轨迹违反了 u2 应该是 L2 稳定

的假设。然而，从 e(0) = ė(0) = 0 开始的该控制器的轨迹如图 5.3.2 所示，对于正弦轨
迹表现相当好。当然，由于被动性定理提供了稳定性的充分条件，这个示例并不与先前

的定理矛盾，而只是指出了其保守性。
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注意定理??的补偿器是第 4 章和前一节 PD 补偿器的推广。在 [Anderson 1989] 中，
使用网络理论概念证明了，即使在不存在接触力的情况下，计算力矩类控制器也不是无

源的，并且因此可能在存在不确定性的情况下引起不稳定。他对问题的解决方案包括使

用比例微分（PD）控制器，其具有可变增益 K1(q)和 K2(q)，依赖于惯性矩阵M(q)，即，

τ = K1(q)e+K2(q)ė (5.101)

即使 M(q) 不完全已知，闭环误差的稳定性也通过与反馈律的机器人被动性得到保

证。这种方法的优点是，现在可以容纳接触力和更大的不确定性。其主要缺点是，尽管

保证了鲁棒稳定性，但闭环性能依赖于对M(q)的了解，需要其奇异值来找到 Kp 和 Kv。

我们不会讨论这种特定设计，并将感兴趣的读者推荐给 [Anderson 1989]。

5.3.2 变结构控制器

在本节中，我们将使用变结构（VSS）控制器的设计分组。VSS 理论已应用于许多
非线性过程的控制 [DeCarlo et al. 1988]。这种方法的主要特征之一是只需要将误差驱
动到” 切换面”，之后系统处于” 滑动模式”，不会受到任何建模不确定性和/或干扰的影
响。

这些控制器在应用于机器人时有两个主要批评。第一个是，通过忽略机器人的物理

特性，这些控制器必然不会比利用拉格朗日-欧拉方程结构的控制器表现得更好（如果
不是更差的话）。另一个批评涉及变结构控制器通常相关的” 颤振” 问题。我们将在本节
后面讨论第二个问题，并通过承认，虽然变结构理论的最初应用确实忽略了机器人的物

理特性，但后来（如此处讨论的）由 [Slotine 1985] 和 [Chen et al. 1990] 设计的控制器
弥补了这个问题来回答第一个问题。

变结构理论在机器人控制中的首次应用似乎是在 [Young 1978]中，其中使用以下控
制器解决了设定点调节问题（q̇d = 0）：

τi =

τ
+
i if ri > 0

τ−i if ri < 0
(5.102)

其中 i = 1, . . . , n 对于 n 连杆机器人，ri 是切换平面，

ri = ėi + λiei, λi > 0 (5.103)

然后使用滑动表面 r1, r2, . . . , rn 的层次结构和给定机器人模型不确定性的界限，可

以找到 τ+ 和 τ−，以便将误差信号驱动到切换表面的交点，之后误差将” 滑动” 到零。
该控制器通过将系统强制进入滑动模式来消除关节的非线性耦合。此后设计了其他 VSS
机器人控制器。不幸的是，对于大多数这些方案，从式 (??) 看到的控制努力沿 ri = 0
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是不连续的，因此会产生颤振，这可能会激发未建模的高频动力学。此外，这些控制器

不利用机器人的物理特性，因此不如利用它们的控制器有效。

为了解决这个问题，[Slotine 1985] 中的原始 VSS 控制器被修改，如下一个定理所
述。让我们首先定义一些变量来简化定理的陈述。让

s = ė+ Λe

q̇r = q̇d − Λe

r = q̇ − q̇r = s

(5.104)

其中

Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn), λi > 0 (5.105)

定理 5.7. 定理 5.3–2：考虑控制器

τ = M̂(q)q̈r + V̂m(q, q̇)q̇r + Ĝ(q)−Ksgn(s) (5.106)

其中

K = diag(k1, k2, . . . , kn), ki > 0 (5.107)

和

sgn(s) = [sgn(s1), sgn(s2), . . . , sgn(sn)]T (5.108)

误差在有限时间内到达表面

s = ė+ Λe = 0 (5.109)

此外，一旦在表面上，q(t) 将指数快速趋向 qd(t)。

证明. 考虑李雅普诺夫函数候选

V =
1

2
sTM(q)s (5.110)

然后

V̇ = sTM(q)ṡ+
1

2
sTṀ(q)s (5.111)

代入 M(q)q̈ 并使用 Ṁ(q)− 2Vm(q, q̇) 的斜对称性质，我们得到

V̇ = sT [τ −M(q)q̈r − Vm(q, q̇)q̇r −G(q)] (5.112)
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然后，如果我们使用由下式给出的控制器

τ = M̂(q)q̈r + V̂m(q, q̇)q̇r + Ĝ(q)−Ksgn(s) (5.113)

我们得到

V̇ = −sTKsgn(s) + sT [∆M(q)q̈r +∆Vm(q, q̇)q̇r +∆G(q)] (5.114)

其中

∆M = M̂ −M, ∆Vm = V̂m − Vm, ∆G = Ĝ−G (5.115)

然后选择

ki ≥ ∥∆M(q)q̈r +∆Vm(q, q̇)q̇r +∆G(q)∥i + βi (5.116)

其中 βi > 0。因此，

V̇ ≤ −
n∑

i=1

βi|si| < 0 (5.117)

这意味着 r = 0 在有限时间内到达。此外，一旦在滑动模式下，e 指数快速收敛到

零。

控制器总结在表 5.3.2 中。

示例 5.7 (VSS 控制器 1). 例 5.3–2：考虑双连杆机器人并选择 K = 10I 和 Λ = 5I。关

节 1 的轨迹误差在图 5.3.3 中给出。注意，由于控制器的无限快速切换，颤振行为变得
明显。问题的常见补救措施是通过在扭矩计算中使用 sat(s/ϕ)，ϕ > 0 而不是 sgn(s) 来
牺牲渐近稳定性。饱和函数如图 5.3.4a 所示，将导致误差一致最终有界。这种控制器的
行为如图 5.3.5 所示，其中 Λ = 5I，K = 75I，和 ϕ = 0.001。注意，在这种情况下我们

能够大大增加增益，这导致更小的误差轨迹。

最近，在 [Chen et al. 1990] 中引入了另一个 VSS 控制器。我们详细描述该控制器，
以给出一个不同 VSS 方法的风味，该方法将利用机器人的动力学。该控制器所需的假
设如下列出。

|Mij(q)− M̂ij(q)| ≤ M̄ij

|Vij(q, q̇)− V̂ij(q, q̇)| ≤ V̄ij

|Gi(q)− Ĝi(q)| ≤ Ḡi

(5.118)

注意这些界限与式 (??)–(??) 中给出的界限在精神上不同。当前界限通常更有用，
因为它们依赖于惯性矩阵 M 和速度相关扭矩 N 的每个元素的不确定性。
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定理 5.8. 定理 5.3–3：如果输入扭矩由下式给出，则误差 e 和 ė 是渐近稳定的

τ = M̂(q)q̈r + V̂m(q, q̇)q̇r + Ĝ(q) +Ksgn(s) (5.119)

其中

s = ė+ Λe (5.120)

q̈r = q̈d − Λė (5.121)

K = diag(k1, k2, . . . , kn) (5.122)

证明. 选择与定理??中相同的李雅普诺夫函数：

V =
1

2
sTM(q)s (5.123)

然后，微分并代入 τ，我们得到

V̇ = −sTKsgn(s) + sT [∆M(q)q̈r +∆Vm(q, q̇)q̇r +∆G(q)] (5.124)

使用 (4)–(??) 可以证明这是

V̇ ≤ −
n∑

i=1

βi|si| < 0 (5.125)

因此，表面 r(t) = 0 在有限时间内到达，之后如定理??中所讨论的，误差的指数稳
定性结果。

该控制器总结在表 5.3.3 中。

示例 5.8 (VSS 控制器 2（饱和）). 例 5.3–3：双连杆机器人使用该控制器控制，具有以
下设计参数：

K = 50I, Λ = 5I (5.126)

关节 1 的产生的误差如图 5.3.5 所示。由于示例 5.3.2 中遇到的相同颤振问题，我
们选择具有饱和函数和与示例 5.3.2 中相同参数的控制器。绘制的如图 5.3.7 所示。

如从图 5.3.3 和 5.3.5 中看到的，定理??和??的算法虽然使用了机器人的物理特性，
但由于存在 sgn(r) 项，遭受了变结构控制中常见的颤振问题。该问题的常见补救措施
是通过在扭矩计算中使用 sat(r/ϕ)，ϕ > 0 代替 sgn(r) 来牺牲渐近稳定性，如示例 5.3.2
和 5.3.3 中所做的那样。我们建议使用项 tanh(gs)，其中 tanh 是双曲正切，g 是一个增
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益参数，用于调整原点周围 tanh 的斜率，如图 5.3.7b 所示。这个项是连续可微的，并
且对于大的 s 是 sgn(s) 的良好近似，将导致一致最终有界误差，通过调整 g，我们能够

获得与 sgn(s) 控制器类似的性能，而没有颤振行为。下一个示例说明了该控制器，并将
其与通常的饱和控制器进行比较。

示例 5.9 (VSS 控制器 2（双曲正切）). 例 5.3–4：将示例 5.3.2 的饱和控制器行为与
g = 3 的双曲正切修改进行对比，如图 5.3.8 所示。应该对比例 5.3.3 和图 5.3.9 中显示
的行为进行类似的比较，其中也使用 g = 3。

5.3.3 饱和型控制器

在本节中，我们介绍了利用辅助饱和信号来补偿机器人动力学中存在的控制器的控

制器，如式 (??) 所给，其中 Vm(q, q̇) 在第 3 章中定义。

Z(q, q̇) = Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) + τd (5.127)

或

Z(q, q̇) = N(q, q̇) + τd (5.128)

因此，Z(q, q̇) 是一个表示摩擦、重力和有界扭矩干扰的 n 维向量。本节中引入的

控制器是鲁棒的，因为它们是基于不确定性界限而不是参数实际值设计的。需要以下界

限，可以在物理上证明。式 (??) 中的 βi 是正标量常数，轨迹误差 e 如前所定义。

∥Z(q, q̇)∥ ≤ β0 + β1∥e∥+ β2∥e∥2 (5.129)

∥Z(q, q̇)− Z(q, q̇d)∥ ≤ β3 + β4∥e∥+ β5∥e∥2 (5.130)

该类的一个代表在 [Spong et al. 1987] 中开发，如下所示。

定理 5.9. 定理 5.3–4：使用控制器，轨迹误差 e 是一致最终有界（UUB）的

τ = M̂(q)q̈d + V̂m(q, q̇)q̇d + Ĝ(q) +Kvė+Kpe+ vr (5.131)

其中

vr =
β0 + β1∥e∥+ β2∥e∥2

1− a
sgn(e) (5.132)

和

∥vr∥ ≤ β0 + β1∥e∥+ β2∥e∥2

1− a
(5.133)
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a = ∥M̂−1M − I∥ (5.134)

M̂ ≥ µ0I (5.135)

证明. 选择李雅普诺夫函数

V =
1

2
eTKpe+

1

2
ėTM(q)ė (5.136)

并按照定理 2.10.4 进行。有关详细信息，请参见 [Spong et al. 1987]。

注意，在上述方程中，矩阵 B 如式 (??) 中定义，αi 如式 (??) 中定义，矩阵 P 是

式 (??) 中李雅普诺夫方程的对称、正定解，其中 Q 是对称正定矩阵，Ac 在式 (??) 中
给出。

AT
c P + PAc = −Q (5.137)

特别是，Q 的选择

Q =

[
Kp 0

0 M(q)

]
(5.138)

导致以下 P：

P =

[
Kp +

1
2
Kv

1
2
M(q)

1
2
M(q) M(q)

]
(5.139)

因此，式 (??)中 P 的表达式可以用于式 (2)中 vr 的表达式。该设计总结在表 5.3.4
中。

示例 5.10 (饱和控制器 1). 例 5.3–5：在仿真该控制器时选择了以下设计参数：

M̂ = 6I, V̂m = 0, Ĝ = 0 (5.140)

和

Kp = 50I, Kv = 25I, e(0) = ė(0) = 0 (5.141)

双连杆机器人跟踪与图 5.3.10 所示相同的轨迹。注意，尽管轨迹误差似乎正在发
散，但它们确实最终有界，并且可以通过长时间运行仿真来证明这一点。

仔细检查 Spong 在定理??中的控制器，可以清楚地看出 vr 通过 p 依赖于伺服增益

Kp 和 Kv。这可能会模糊调整伺服增益的效果，可以通过如 [Dawson et al. 1990] 中所
述的方法来避免。
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定理 5.10. 定理 5.3–5：使用控制器，轨迹误差 e 是一致最终有界（UUB）的

τ = M̂(q)q̈r + V̂m(q, q̇)q̇r + Ĝ(q) +Kvs+Kpe+ vr (5.142)

其中

s = ė+ Λe, q̇r = q̇d − Λe (5.143)

和

vr =
β0 + β1∥s∥+ β2∥s∥2

1− a
sgn(s) (5.144)

其中 βi 是正标量。

证明. 我们再次选择

V =
1

2
sTM(q)s+ eTKpe (5.145)

和

V̇ = −sTKvs− eTΛTKpe+ sTvr (5.146)

并按照定理 2.10.4 进行。有关详细信息，请参见 [Dawson et al. 1990]。
注意 p 不再包含伺服增益，因此可以调整 Kp 和 Kv 而不会影响辅助控制 vr。如

[Dawson et al. 1990] 中所示，如果初始误差 e(0) = 0 并通过选择 Kv = 2Kp = kvI，则

跟踪误差可以由以下限制，这显示了控制参数对跟踪误差的直接影响：

∥e∥ ≤ β0
kv

(5.147)

最后，注意如果 e(0) = ė(0) = 0，可以推断 e(t)的一致有界性。该控制器在表 5.3.5
中给出。

示例 5.11 (饱和控制器 2). 例 5.3–6：在该示例中，让

M̂ = 6I, V̂m = 0, Ĝ = 0 (5.148)

和

Kp = 100I, Kv = 20I, Λ = 5I (5.149)

该仿真的结果呈现在图 5.3.11 中。经过长时间仿真运行后，可以看出误差最终是有
界的。
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注意最后两个控制器虽然使用连续项 vr，但可以使用示例 5.3.4 中引入的双曲正切
项进行修改。事实上，这些类型的控制器还有许多扩展。一个特别简单的扩展使用机器

人未知物理参数的线性动力学，在 (3.3.62) 中给出，其中 p = ∥W∥max。在这种表述中，

W 是一个包含时变但已知项的矩阵，而 θ 是动态公式 (3.3.59) 中未知但恒定项的向量，
这里重复：

τ = W (q, q̇, q̈)θ (5.150)

有关此表述及其使用的更多信息在第 6 章中呈现。

5.4 动力学重新设计

在本节中，我们提出了另外两种设计鲁棒控制器的方法。第一种从机器人的机械设

计开始，并建议设计机器人使其动力学简单且解耦。然后通过消除其原因来解决鲁棒控

制器问题。第二种方法可以重新构建为先前讨论的方法之一，但它提出了一种看待问题

的如此新颖的方式，我们决定将其单独包括。

5.4.1 解耦设计

在前面的章节中已经表明，控制器的复杂性直接依赖于机器人动力学的复杂性。因

此，设计具有简单动力学使其控制更加容易的机器人是有意义的。这种方法在 [Asada
and Youcef-Toumi 1987] 中得到提倡。事实上，它表明某些机器人结构将具有解耦的动
力学结构，产生一组解耦的 n 个 SISO 非线性系统，这比一个 MIMO 非线性系统更容
易控制。解耦是通过修改臂的尺寸和质量特性以消除速度相关项并解耦惯性矩阵来实现

的。这种机器人的说明性示例在下一个示例中给出。

示例 5.12 (解耦设计). 例 5.4–1：考虑图 5.4.1 中描述的机器人。这种机构被称为五连
杆机构，其动力学描述在以下条件成立时：

m1 = m2, a1 = a2, I1 = I2 (5.151)

由下式给出

τ =Mq̈ +G(q) (5.152)

其中

M =

[
m11 0

0 m22

]
(5.153)

注意惯性矩阵是解耦的且与位置无关。由下式给出的控制器
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τ =M(q̈d +Kvė+Kpe) +G(q) (5.154)

具有正定的 Kp 和 Kv 足以实现任何期望的性能水平。特别是，考虑以下情况：

Kp = ω2
nI, Kv = 2ζωnI (5.155)

闭环误差系统是稳定的二阶线性系统，具有正定增益。

一些标准机器人结构也可以通过设计解耦。已经进行了研究以部分或完全解耦多达

六个连杆的机器人。感兴趣的读者可以参考 [Yang and Tzeng 1986]、[Asada and Youcef-
Toumi 1987] 和 [Kazerooni 1989] 以获取有关此主题的良好讨论。

5.4.2 虚拟机器人概念

解耦设计替代方案非常有用，如果控制工程师可以在早期阶段访问或修改机器人设

计。然而，更合理的假设是机器人在控制律实际实施之前已经构建以满足许多机械要求。

因此，动力学重新设计很困难，如果不是不可能的话。虚拟机器人概念作为另一种鲁棒

设计方法论提出 [Gu and Loh 1988]。该方法的开发描述如下。考虑由下式给出的机器人
输出函数

y = f(q) (5.156)

使得

ẏ = J(q)q̇ (5.157)

和

ÿ = J(q)q̈ + J̇(q)q̇ (5.158)

广义输出 y 可以表示机器人末端执行器的坐标或轨迹关节误差 qd − q。虚拟机器人

概念试图通过控制一个” 虚拟” 机器人来简化实际机器人的控制律设计，该机器人接近
实际机器人。该控制器的选择被证明实现了关节位置由向量 y 的分量描述的虚拟机器人

的全局稳定性。

该方法从将 M(q) 分解如下开始：

M(q) = M̂(q) + M̃(q) (5.159)

然后使用控制器

τ = M̂(q)ν +N(q, q̇) (5.160)
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ν = ÿd +Kvėy +Kpey (5.161)

由于 M̃(q) 是未知的，然而，实际的 M̂ 不可用。然后产生的控制器更简单，可以

应用于物理机器人以导致可接受的，如果不是最优的行为。

以下定理说明了保证误差有界性的控制器。

定理 5.11. 定理 5.4–1：让

∥M−1M̃∥ ≤ a < 1 (5.162)

ÿd = 0 (5.163)

闭环系统的 L∞ 稳定性如果满足以下条件则得到保证：

∥Kp∥ ≥ α0

1− a
(5.164)

证明. 这是定理??的直接结果。有关更多详细信息和说明性示例，请参见 [Gu and Loh
1988]。

该控制器在表 5.4.1 中显示。

5.5 总结

回顾了刚性机器人鲁棒运动控制器的设计。识别并解释了三种主要设计。所有控制

器对于一定范围的不确定参数都是鲁棒的，并将保证位置跟踪误差的有界性。在存在干

扰扭矩的情况下，有界误差是可实现的最佳结果。选择哪种鲁棒控制方法的问题很难解

析回答，但建议了以下指导方针。当线性性能规格（超调百分比、阻尼比等）可用时，

线性多变量方法很有用。一自由度动态补偿器表现相当好，对机器人动力学几乎没有了

解。然而，它们可能导致高增益控制律以试图实现鲁棒性。被动控制器易于实现，但不

提供易于量化的性能测量。改进的变结构控制器在使用机器人的物理特性时似乎表现良

好，而不会产生过度的扭矩努力。饱和控制器在可以容忍短暂瞬态误差时最有用，但最

终误差将必须是有界的。

本章的一个共同线索是高增益控制器将保证闭环系统的鲁棒性的事实。然而，挑战

是在不需要过大扭矩的情况下保证机器人的鲁棒稳定性。当存在非零初始误差或干扰

时，运动控制器的鲁棒性也通过一些示例进行了验证，并在本章末尾的问题中讨论。值

得注意的是，尽管机器人的动力学是高度非线性的，但大多数成功的控制器都利用了它

们的物理特性和非常特殊的结构。在下一章中，我们在机器人动力学描述不确定的情况

下描述自适应控制器的设计。
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习题

第 5.2 节

5.2–1 我们考虑图 5.5.1 所示的三轴 SCARA 机器人，其中所有连杆都假定为质量
mi 和长度 ai 的细均匀杆，i = 1, 2, 3。然后动力学由下式给出：

请找到式 (??)–(??) 中定义的 α、βi 和 µi，假设 m12(q) = m21(q) = 0 并且

µ1 ≤ ∥M(q)∥ ≤ µ2 (5.165)
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5.2–2 为问题 5.2–1 中的机器人选择期望的设定点 q1d = 45 度，q2d = 90 度，和

τd = 0。设计一个如式 (??)–(??) 中描述的 SPR 控制器。此外，找到一个满足定理??的
a 值。

5.2–3 对于问题 5.2–1 中的机器人，让 q1d = 10 sin t，q2d = 10 cos t，和 τd = 0。

1. 设计一个如式 (??)–(??) 中描述的 SPR 控制器。
2. 现在让期望轨迹为 q1d = sin t，q2d = cos t，和 τd = 0。研究减小 qd 对 a 和轨迹

误差的影响。

5.2–4 为问题 5.2–1 中的机器人和问题 5.2–3(b) 中的轨迹选择满足条件 (??) 的 kv

值。如果 m1、m2、m3 增加到 20，kv 和轨迹误差会发生什么？
5.2–5 为问题 5.2–1 中的机器人和问题 5.2–3(a) 中的轨迹设计类似于例 5.2.3 的动

态控制器。比较 k = 10 和 k = 50 的性能。

5.2–6 找到满足问题 5.2–5 中设计的不等式 (1) 的 k 值。如果速度和重力项都可用

于反馈（即 αi = 0），您的条件会发生什么？

5.2–7考虑问题 5.2–1中的机器人和问题 5.2–2中的设定点。此外，假设所有 αi = 0，

使得速度和重力项都可用于反馈。找到满足 (??) 的增益 k 并实现产生的控制器。

5.2–8 用问题 5.2–3(a) 中的轨迹重复问题 5.2–7。
5.2–9 为问题 5.2–1 中的机器人设计类似于例 5.2.5 中的控制器，以跟踪问题 5.2–

3(a) 中的轨迹。选择该示例中使用的相同参数，并将产生的行为与您选择的一组参数进
行比较。

第 5.3 节

5.3–1 为问题 5.2–1 中的机器人设计类似于例 5.3.1 中的控制器，以跟踪问题 5.2–
3(a) 中的轨迹。选择该示例中使用的相同参数，并将产生的行为与您选择的一组参数进
行比较。

5.3–2 考虑问题 5.2–1 中具有问题 5.2–2 中期望设定点的机器人。设计如定理??中
描述的变结构控制器。您可能希望从示例 5.3.2 中的参数值开始您的设计。

5.3–3 用问题 5.2–3(a) 中描述的轨迹重复问题 5.3–2。
5.3–4 考虑问题 5.2–1 中具有问题 5.2–2 中期望设定点的机器人。设计如定理??中

描述的变结构控制器。您可能希望从示例 5.3.3 中的参数值开始您的设计。
5.3–5 用问题 5.2–3(a) 中描述的轨迹重复问题 5.3–4。
5.3–6 考虑问题 5.2–1 中具有问题 5.2–2 中期望设定点的机器人。设计如定理??中

描述的饱和型控制器。您可能希望从示例 5.3.5 中的参数值开始您的设计。
5.3–7 用问题 5.2–3(a) 中描述的轨迹重复问题 5.3–6。
5.3–8 考虑问题 5.2–1 中具有问题 5.2–2 中期望设定点的机器人。设计如定理??中

描述的饱和型控制器。您可能希望从示例 5.3.6 中的参数值开始您的设计。
5.3–9 用问题 5.2–3(a) 中描述的轨迹重复问题 5.3–8。



Chapter 6

机器人操作器的自适应控制

本章概述

在本章中，我们通过将未知常参数与机器人动力学方程中的已知函数分离，来构建

自适应控制器。本章将详细讨论每种自适应控制策略的稳定性类型，以激励控制器的构

建。本章还将讨论参数误差收敛、持续激励和鲁棒性等相关问题。

6.1 引言

设计确保渐近轨迹跟踪的刚性机器人机械臂自适应控制律的问题已经引起研究人

员多年的关注。开发有效的自适应控制器代表着向高速/高精度机器人应用迈出的重要
一步。即使在结构良好的工业设施中，机器人也可能面临描述抓取负载动力学特性的参

数不确定性（例如，未知的惯性矩）。由于这些参数难以计算或测量，它们限制了机器

人准确操纵大尺寸和大重量物体的潜力。最近已经认识到，在高速应用中，传统方法的

准确性受到参数不确定性的严重影响。

为了补偿这种参数不确定性，许多研究人员提出了用于机器人机械臂控制的自适应

策略。与第 5 章中讨论的鲁棒控制策略相比，自适应方法的一个优势是，携带未知负
载的机械臂的精度会随着时间的推移而提高，因为自适应机制持续从跟踪误差中提取信

息。因此，自适应控制器能够在负载变化的情况下提供一致的性能。

直到最近，自适应控制结果才包含跟踪误差全局收敛的严格证明。现在既然已经建

立了全局收敛自适应控制律的存在性，就很难证明基于近似模型、局部线性化技术或慢

时变假设的控制方案的合理性。在控制文献中，对于什么构成自适应控制算法似乎也没

有普遍共识；因此，在本章中，讨论将仅限于在控制律中显式包含参数估计的控制方案。
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6.2 计算力矩方法的自适应控制

在第 3章中，我们讨论了使用计算力矩控制律来控制由以下方程给出的机器人机械
臂动力学：

τ =M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) (6.1)

这种激励实际上非常简单。具体来说，如果存在一些不想处理的非线性动力学，可

以通过直接抵消非线性来将非线性控制问题转化为线性控制问题。控制线性系统有丰富

的可用知识；因此，如果机器人模型的精确知识可用，就不需要复杂的非线性控制技术。

近似计算力矩控制器

当然，在现实中，由于与模型公式相关的许多问题，我们永远无法获得机器人模型

的精确知识。机器人应用中不允许精确模型抵消的两个常见不确定性是负载扰动导致的

未知连杆质量和未知摩擦系数。处理这些类型参数不确定性的一种方法是在第 3章给出
的计算力矩控制器中使用未知参数的固定估计值代替实际参数。这种近似计算力矩控制

器的形式为：

τ = M̂(q)(q̈d +Kvė+Kpe) + V̂m(q, q̇)q̇ + Ĝ(q) + F̂ (q̇) (6.2)

其中上标”̂ ” 表示用参数估计值代替未知实际参数的估计动力学，Kv 和 Kp 是控制

增益矩阵，qd 用于表示期望轨迹，跟踪误差 e 定义为：

e = qd − q (6.3)

例 6.2-1：近似计算力矩控制器
我们希望为图 6.2.1 所示的两连杆机械臂（参见第 2 章中两连杆旋转机器人机械臂

动力学）设计和仿真近似计算力矩控制器。假设摩擦可忽略不计，连杆长度完全已知，

质量 m1 和 m2 已知分别在 0.8± 0.05 kg 和 2.3± 0.1 kg 范围内，可能的近似计算力矩
控制器可以写为：

τ1 = m̂1l
2
1(q̈d1 + kv1ė1 + kp1e1) (6.4)

+ m̂2[l
2
1(q̈d1 + kv1ė1 + kp1e1) + l1l2C2(q̈d1 + kv1ė1 + kp1e1) + l1l2S2(q̇1q̇2) (6.5)

+ l1l2S2q̇2(q̇d1 + q̇d2) + l22(q̈d1 + q̈d2 + kv2(ė1 + ė2) + kp2(e1 + e2))] + gm̂1l1C1 + gm̂2(l1C1 + l2C12)

(6.6)

其中 l1 = l2 = 1 m，g 是重力常数。我们选择 m̂1 = 0.85 kg 和 m̂2 = 2.2 kg，因为
假设实际值未知。将上述控制律代入两连杆机器人动力学后，我们可以形成误差系统：
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ẋ = Ax+W (q, q̇, q̈)φ̃ (6.7)

其中 M̂−1(q)是用 m̂1和 m̂2代替m1和m2的惯性矩阵M(q)的逆。矩阵W (q, q̇, q̈)，

有时称为回归矩阵 [Craig 1985]，是一个 2× 2 矩阵，由下式给出：

W (·) =

[
W11 W12

W21 W22

]
(6.8)

其中

W11 = l21q̈1 + gl1C1 (6.9)

W12 = l21q̈1 + l1l2C2(2q̈1 + q̈2) + l21q̈2 + l1l2S2q̇
2
2 − 2l1l2S2q̇1q̇2 + g(l1C1 + l2C12) (6.10)

向量 φ̃（称为参数误差向量）是一个 2× 1 向量，由下式给出：

φ̃ =

[
m̃1

m̃2

]
(6.11)

其中

m̃1 = m1 − m̂1 (6.12)

m̃2 = m2 − m̂2 (6.13)

相关的跟踪误差 2× 1 向量和 (3) 中的 2× 2 增益矩阵由下式给出：

x =


e1

e2

ė1

ė2

 , A =

[
O2 I2

−Kp −Kv

]
(6.14)

由于误差系统 (3) 的右侧由 q、q̇ 和 q̈ 的非线性函数组成，我们无法使用误差系统

(3)用标准线性控制方法选择 Kv 和 Kp 的值。对于近似计算力矩控制器，仿真可用于选

择适当的 Kv 和 Kp 值。为近似计算力矩控制器选择 Kp 和 Kv 值的一个好起点是使用

计算力矩方案为给定期望阻尼比和自然频率指定的相同值。

对于 m1 = 0.8 kg 和 m2 = 2.3 kg，在 q(0) = q̇(0) = 0、控制器增益设置为：

Kp = Kv = diag{15, 15} (6.15)

和期望轨迹为：
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qd1 = qd2 = sin t (6.16)

的条件下，对近似计算力矩控制器 (1)-(2) 进行了仿真。跟踪误差如图 6.2.2 所示。
正如这些图所示，跟踪误差保持有界而不是趋于零。这种有界跟踪误差性能的原因是误

差系统 (3) 不断地被 (3) 右侧的动力学激励。

自适应计算力矩控制器

对于未知的参数量，如连杆质量或摩擦系数，近似计算力矩控制器只是用固定估计

值代替未知参数。从例 6.2-1 中的方程 (3) 可以清楚地看到，如果参数误差向量等于零，
跟踪误差可以被证明是渐近稳定的。对于许多应用，我们不能假设等于零。例如，在机

器人末端执行器携带未知负载质量的情况下，总会存在与负载质量相关的未知参数量出

现在参数误差向量中。

自适应控制策略可以从启发式推理中得到激励，即如果随着机械臂的运动调整参数

估计而不是始终是固定量，则可以预期更好的跟踪性能。也就是说，基于自适应更新规

则是机器人配置和跟踪误差的函数的推理，尝试改变我们的参数估计是合理的。问题就

变成了：如何构建自适应控制策略，以及这个自适应更新规则如何影响跟踪误差的稳定

性？这两个问题的答案是，自适应更新规则是从跟踪误差系统的稳定性分析中构建的。

也就是说，我们通过同时构建自适应更新规则和分析跟踪误差系统的稳定性来确保跟踪

误差系统的稳定性。

我们将研究的第一个自适应控制策略是 [Craig 1985] 中概述的方法。自适应计算力
矩控制器与近似计算力矩控制器 (6.2.2) 相同，但增加了用于调整参数估计的自适应更
新规则。这种自适应控制器基于机器人模型中参数线性出现的特性（见第 2 章）。也就
是说，机器人动力学 (6.2.1) 可以写成以下形式：

τ = W (q, q̇, q̈)φ (6.17)

其中 W (q, q̇, q̈) 是 n× r 已知时间函数矩阵，φ 是 r× 1 未知常参数向量。这一特性

对 Craig 提出的自适应控制类型至关重要，因为它说明了未知参数与已知时间函数的分
离。机器人动力学可以以这种形式分离的原因是，以向量形式 φ表达的机器人动力学对

参数是线性的。这种未知参数与已知时间函数的分离将用于自适应更新规则的构建以及

跟踪误差系统的稳定性分析。

研究自适应计算力矩控制器的第一步是形成跟踪误差系统。注意，通过使用 (6.2.3)，
我们可以将 (6.2.1) 给出的机器人动力学方程写为：

τ = W (q, q̇, q̈)φ (6.18)

根据 [Craig 1985]，自适应计算力矩控制器由下式给出：
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τ = M̂(q)(q̈d +Kvė+Kpe) + V̂m(q, q̇)q̇ + Ĝ(q) + F̂ (q̇) (6.19)

从跟踪误差的定义可以很容易地看出 (6.2.5) 如何写成：

τ = M̂(q)(ë+Kvė+Kpe) + Ŵ (q, q̇, q̈)φ̂ (6.20)

通过利用 (6.2.3)，(6.2.6) 可以写为：

τ = M̂(q)(ë+Kvė+Kpe) +W (q, q̇, q̈)φ̂ (6.21)

其中 φ̂是 n× 1向量，用于表示未知常参数的时变估计。将 (6.2.7)代入 (6.2.4)，我
们可以形成跟踪误差系统：

ë+Kvė+Kpe = M̂−1(q)W (q, q̇, q̈)φ̃ (6.22)

其中参数误差为：

φ̃ = φ− φ̂ (6.23)

为了方便，将 (6.2.8) 重写为状态空间形式：

ẋ = Ax+BM̂−1(q)W (q, q̇, q̈)φ̃ (6.24)

其中跟踪误差向量为：

x =

[
e

ė

]
, A =

[
On In

−Kp −Kv

]
, B =

[
On

In

]
(6.25)

其中 In 是 n× n 单位矩阵，On 是 n× n 零矩阵。

现在跟踪误差系统已经形成，我们使用 Lyapunov 稳定性分析（见第 1 章）来证
明通过正确选择自适应更新律，跟踪误差向量 e 是渐近稳定的。我们首先选择正定的

Lyapunov 类函数：

V =
1

2
xTPx+

1

2
φ̃TΓ−1φ̃ (6.26)

其中 P 是 2n× 2n 正定、常数、对称矩阵，Γ 是对角、正定 r× r 矩阵。也就是说，

Γ 可以写成：

Γ = diag{γ1, γ2, . . . , γr} (6.27)

其中 γi 是正标量常数。

对时间微分 (6.2.11) 得到：
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V̇ =
1

2
xT (PA+ ATP )x+ φ̃TΓ−1

(
BTPx+ ˙̃φ

)
(6.28)

在 (6.2.12) 中，我们使用了 Γ = ΓT 这一事实。现在，将 e 从 (6.2.10) 代入 (6.2.12)
得到：

V̇ = −1

2
xTQx+ φ̃T

(
Γ−1 ˙̃φ+W T (q, q̇, q̈)M̂−T (q)BTPx

)
(6.29)

合并 (6.2.14) 中的项并使用标量转置性质得到：

V̇ = −1

2
xTQx+ φ̃T

(
Γ−1 ˙̃φ+W T (q, q̇, q̈)M̂−1(q)BTPx

)
(6.30)

其中 Q 是满足 Lyapunov 方程的正定、对称矩阵：

ATP + PA = −Q (6.31)

从第 1 章我们注意到，为了稳定性，总是希望 V̇ 至少为负半定；因此，自适应更

新规则的选择变得显而易见。具体来说，通过代入：

˙̂φ = ΓW T (q, q̇, q̈)M̂−1(q)BTPx (6.32)

(6.2.15) 变为：

V̇ = −1

2
xTQx (6.33)

为了确定明确的稳定性类型，我们必须进行进一步分析；然而，首先注意 (6.2.17)
给出了参数估计向量的自适应更新规则，因为 ˙̃φ = − ˙̂φ。也就是说，通过回忆实际未知

参数是常数，我们可以将 (6.2.9) 代入 (6.2.17) 以获得参数估计向量 φ̂ 的自适应更新规

则：

˙̂φ = ΓW T (q, q̇, q̈)M̂−1(q)BTPx (6.34)

在详细说明跟踪误差的稳定性之前，我们注意到 Craig 修改了 (6.2.19) 中的自适应
更新规则，以防止稳定性分析中的循环论证 [Craig 1985]。具体来说，参数估计被迫保
持在某个已知区域内。也就是说，如果参数估计漂出已知区域，它们将被重置到已知区

域内。通过在” 软件” 中重置参数估计，我们保证参数估计保持有界。
我们现在详细说明跟踪误差的稳定性。由于 V̇ 是负半定的，V 以零为下界，V 在

时间段 [0,∞) 上保持上有界；此外：

lim
t→∞

V (x, φ̃, t) = V∞ ≤ V (0) (6.35)
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其中 V∞ 是正标量常数。由于 V 是上有界的，从 (6.2.11) 中给出的 V 定义可以明

显看出 e 和 φ̃ 是有界的，这也意味着 q、q̇ 和 φ̂ 是有界的。注意我们已经假设 q̈d 是有

界的，我们将始终假设期望轨迹及其前两阶导数是有界的。

现在，从机器人方程 (6.2.1) 中，很明显：

q̈ =M−1(q)[τ − Vm(q, q̇)q̇ −G(q)− F (q̇)] (6.36)

因此，q̈ 是有界的，因为 τ 仅依赖于有界量 q、q̇ 和 φ̂。如果 q̈ 是有界的，(6.2.10)
表明 ẋ是有界的。由于 ẋ是有界的，我们可以从 (6.2.18)中说明 V̈ 是有界的。因此，由

于 V 以零为下界，V̇ 是负半定的，V̈ 是有界的，根据 Barbalat 引理（见第 1 章）：

lim
t→∞

V̇ = 0 (6.37)

这意味着根据 Rayleigh-Ritz 定理（见第 1 章）：

lim
t→∞

e = 0 (6.38)

(6.2.22) 中给出的信息告诉我们跟踪误差向量 e 是渐近稳定的。但参数误差 φ̃ 呢？

它是否也收敛到零？从我们的分析中，我们只能说，如果 M̂−1(q) 存在，参数误差保持

有界。事实上，这对 (6.2.19) 中给出的参数更新律提出了限制。也就是说，我们必须使
用前面讨论的参数重置方法来确保差的参数估计不会导致 M̂−1(q) 的逆爆炸。在 [Craig
1985] 中，概述了一种确保参数估计和 M̂−1(q) 保持有界的可能方法；此外，他展示了

这种方法如何不干扰 (6.2.22) 所描述的稳定性结果。我们不会讨论这种参数估计重置方
法和由此产生的稳定性证明，因为我们将在本章后面展示 Slotine 和 Li 如何使用更明智
的 Lyapunov 函数选择来消除重置参数估计的需要，同时消除回归矩阵 W (q, q̇, q̈) 中加

速度测量的需要！

表 6.1: 自适应计算力矩控制器
控制器
扭矩控制 τ = M̂(q)(q̈d +Kvė+Kpe) + V̂m(q, q̇)q̇ + Ĝ(q)

自适应更新规则 ˙̂φ = ΓW T (q, q̇, q̈)M̂−1(q)BTPx

信号定义 x =

[
e

ė

]
, A =

[
On In

−Kp −Kv

]
, B =

[
On

In

]
增益条件 Kp, Kv 是正定对角矩阵

Lyapunov 方程 ATP + PA = −Q（Q 是正定的）
自适应增益 Γ 是正定的对角矩阵

稳定性结果 e 渐近稳定，φ̃ 有界

例 6.2-2：自适应计算力矩控制器
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我们希望为图 6.2.1 所示的两连杆机械臂设计和仿真表 6.2.1 中给出的自适应计算
力矩控制器。假设摩擦可忽略不计且连杆长度完全已知，自适应计算力矩控制器可以写

成与例 6.2-1中给出的相同形式，但我们需要找到 m̂1 和 m̂2 的更新规则。也就是说，我

们使用例 6.2-1 中的方程 (1) 和 (2) 进行关节扭矩控制，然后根据表 6.2.1 制定 m̂1 和

m̂2 的更新规则。

为简单起见，在本例中我们选择伺服增益为：

Kp = kpIn, Kv = kvIn (6.39)

其中 kv 和 kp 是正标量常数，In 在这种情况下是 2× 2单位矩阵。我们提议表 6.2.1
中的矩阵 P 选择为：

P =

[
kpIn +

kv
2
In

1
2
In

1
2
In In

]
(6.40)

注意 P 是对称的，如果 kv 选择大于 1，它是正定的（参见第 1 章中的 Gerschgorin
定理）。为了验证我们对 P 的选择是否给出正定的 Q，执行矩阵运算：

Q = −(ATP + PA) (6.41)

Q =

[
kv
2
In On

On kvIn

]
(6.42)

由于我们已经限制 kv > 1，可以验证 Q 是正定的、对称矩阵。我们在这里注意到，

为一般 Lyapunov 方法找到正定、对称的 P 和 Q 并不总是一项容易的任务。

现在我们有了适当的 P，我们可以制定表 6.2.1 中给出的自适应更新规则。相关的
参数估计向量为：

φ̂ =

[
m̂1

m̂2

]
(6.43)

带有更新规则：

˙̂m1 = γ1(P12W11 + P14W21)ė1 + γ1(P13W11 + P14W21)ė2 (6.44)

和

˙̂m2 = γ2(P12W12 + P14W22)ė1 + γ2(P13W12 + P14W22)ė2 (6.45)

其中 Pij 在 (2) 中定义，形成回归矩阵 Wij 的量在例 6.2.1 中找到。
对于 m1 = 0.8 kg 和 m2 = 2.3 kg，在 kv = 50、kp = 125、γ1 = 500、γ2 = 500、

m̂1(0) = 0.85、m̂2(0) = 2.2 以及例 6.2.1 中使用的相同期望轨迹和初始关节条件下，对
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自适应计算力矩控制器进行了仿真。跟踪误差和质量估计如图 6.2.4所示。如图所示，跟
踪误差趋于零，参数估计保持有界，正如理论所预测的那样。

6.3 惯量相关方法的自适应控制

在第 6.2 节中，我们展示了自适应控制如何用于补偿参数不确定性。这引导 Craig
开发了自适应计算力矩控制器。我们还给出了实现自适应计算力矩控制器所需的两个限

制 [即，需要测量 q̈ 和确保 M̂−1(q) 存在]。这两个限制可能相当麻烦。例如，大多数工
业机器人只有位置和速度传感器，由于通常不希望对速度进行微分，我们必须添加额外

的昂贵传感器来测量 q̈。此外，如果机械臂举起相对于机械臂重量的大未知负载，确保

M̂−1(q) 存在可能极其困难。

在研究人员重新审视自适应计算力矩控制器的结构后，他们开始怀疑是否在设计自

适应控制方案时使用了所有关于机器人机械臂的可用信息。也就是说，是否正在利用机

械操纵器固有的所有特性？在 [Arimoto 和 Miyazaki 1986] 中，提出了一种带重力补偿
的比例-微分（PD）反馈控制器。应该注意，该控制器不是反馈线性化方法的产物。相
反，该控制器在稳定性分析中使用了惯量相关的 Lyapunov 函数，该函数利用了机械操
纵器固有的物理特性。重新审视自适应计算力矩控制器后，可以看出，稳定性分析中使

用的 Lyapunov 函数不是惯量相关的，而是有些任意的。

PD 加重力控制器的检验

一种激励 PD 加重力控制器 [Arimoto 和 Miyazaki 1986] 的方法 [Slotine 1988] 是将
机械臂动力学写成能量守恒形式：

d

dt

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]
= q̇T (τ −G(q)− F (q̇)) (6.46)

其中 (6.3.1) 的左侧是机械臂动能的导数，(6.3.1) 的右侧表示来自执行器的功率减
去由于重力和摩擦而耗散的功率。注意，科里奥利和向心项在 (6.3.1)中得到了解释，因
为这些项与惯性矩阵的时间导数有关。

假设我们现在想要为能量守恒形式 (6.3.1) 中给出的系统设计恒定点控制器（即，
q̇d = 0）。首先，我们选择惯量相关的 Lyapunov 函数：

V =
1

2
q̇TM(q)q̇ +

1

2
eTKpe (6.47)

由于 Lyapunov 函数可以从启发式上理解为能量函数，这个 Lyapunov 函数似乎
相当合理。也就是说，Lyapunov 函数由机器人机械臂系统的动能和额外的能量阻尼项
1
2
eTKpe 组成。这个能量阻尼项可以被理解为使用物理弹簧使机械臂表现更好。

对时间微分 (6.3.2) 得到：
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V̇ = q̇TM(q)q̈ +
1

2
q̇TṀ(q)q̇ − eTKpq̇ (6.48)

将 (6.3.1) 代入 (6.3.3)，我们有：

V̇ = q̇T (τ −G(q)− F (q̇))− eTKpq̇ (6.49)

因为我们正在解决定点控制问题。由于希望 V̇ 至少为负半定，控制：

τ = Kpe−Kv q̇ +G(q) (6.50)

受到 (6.3.4) 形式的激励。也就是说，将 (6.3.5) 代入 (6.3.4) 得到：

V̇ = −q̇TKv q̇ − q̇TF (q̇) (6.51)

上面的分析说明 V 除了在 q̇ = 0 时外都在减小。我们现在使用这些信息来说明达

到了期望的设定点 qd。也就是说，如果 q̇ = 0，则 q̈ = 0，且 ė = 0；因此对于 q̇ = q̈ = 0，

我们可以利用 (6.2.1) 和 (6.3.5) 以 Kpe = 0 的形式写出闭环系统，这意味着 e = 0。从

第 1 章中，现在可以使用 LaSalle 定理来证明跟踪误差 e 是渐近稳定的。

自适应惯量相关控制器

尽管 (6.3.5)中给出的控制器利用了能量守恒特性，但它有两个缺点。首先，控制器
仅仅确保机械臂达到期望的设定点。一般来说，机器人控制设计者必须确保机械臂跟踪

期望的时变轨迹。其次，控制器需要机器人机械臂模型中任何相关参数的精确知识，因

为控制律 (6.3.5) 中包含了重力和摩擦项。
在 [Slotine 和 Li 1985(a)] 中，利用 (6.3.1) 中给出的能量守恒公式为轨迹跟踪问题

设计了自适应控制器。这种控制器可以以与我们处理 PD 加重力控制器大致相同的方式
得到激励。换句话说，我们使用稳定性分析来帮助我们找到自适应控制器。由于我们正

在设计自适应轨迹跟踪控制器，我们应该选择是跟踪误差和参数误差函数的 Lyapunov
函数。Slotine 选择了惯量相关的 Lyapunov 类函数：

V =
1

2
rTM(q)r +

1

2
φ̃TΓ−1φ̃ (6.52)

其中

r = ė+ Λe (6.53)

其中 Γ 如 (6.2.11) 中定义，Λ 定义为正定的对角矩阵，使得：

Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn) (6.54)
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φ̃ 如 (6.2.9) 中定义。(6.3.8) 中给出的辅助信号 r(t) 可以被认为是滤波后的跟踪误

差。

对时间微分 (6.3.7) 后，我们有：

V̇ = rTM(q)ṙ +
1

2
rTṀ(q)r + φ̃TΓ−1 ˙̃φ (6.55)

从 (6.3.9) 中很明显我们必须用变量 r 替代；因此，我们必须用 r 写出机器人方程。

使用 (6.2.1)，机器人动力学可以重写为：

τ =M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r + Y (·)φ (6.56)

其中

Y (·)φ = Vm(q, q̇)(q̇d + Λe) +M(q)(q̈d + Λė) +G(q) + F (q̇) (6.57)

Y (·) 是 n× r 已知时间函数矩阵。这是与自适应计算力矩控制器公式中使用的相同

类型的参数分离；然而，注意 Y (·) 不是关节加速度的函数！
将 (6.3.10) 代入 (6.3.9) 得到：

V̇ = rT (τ − Vm(q, q̇)r − Y (·)φ) + 1

2
rTṀ(q)r + φ̃TΓ−1 ˙̃φ (6.58)

应用斜对称性质（参见第 2 章），我们可以将 (6.3.12) 写成：

V̇ = rT (τ − Y (·)φ) + φ̃TΓ−1 ˙̃φ (6.59)

再次，稳定性分析引导我们选择扭矩控制器和自适应更新规则。也就是说，如果我

们选择扭矩控制为：

τ = Y (·)φ̂+Kvr (6.60)

(6.3.13) 变为：

V̇ = −rTKvr + φ̃T (Γ−1 ˙̃φ+ Y T (·)r) (6.61)

通过选择自适应更新规则为：

˙̂φ = ΓY T (·)r (6.62)

(6.3.15) 变为：

V̇ = −rTKvr (6.63)
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我们现在详细说明跟踪误差的稳定性类型。首先，由于 (6.3.17) 中的 V̇ 是负半定

的，我们可以说 (6.3.7)中的 V 是上有界的。利用 V 是上有界的，M(q)是正定矩阵（参

见第 2 章）这一事实，我们可以说 r 和 φ̃ 是有界的。从 (6.3.8) 中给出的 r 的定义，我

们可以使用标准线性控制论证来说明 e和 ė（因此 q 和 q̇）是有界的。由于 e、ė、r 和 φ̃

是有界的，我们可以使用 (6.3.10) 和 (6.3.14) 来证明 ṙ（因此 ë，通过对 (6.3.17) 微分得
到）是有界的。其次，注意由于 M(q) 是下有界的，我们可以说 (6.3.7) 中给出的 V 是

下有界的。由于 V̇ 是下有界的，V̇ 是负半定的，V̈ 是有界的，我们可以使用 Barbalat
引理（参见第 1 章）来说明：

lim
t→∞

r = 0 (6.64)

这意味着根据 Rayleigh-Ritz 定理（参见第 1 章）：

lim
t→∞

e = 0 (6.65)

注意 (6.3.8) 是一个由” 输入”r 驱动的稳定一阶微分方程；因此，根据标准线性控
制论证和 (6.3.19)，我们可以写出：

lim
t→∞

ė = 0 (6.66)

这一结果告诉我们跟踪误差 e 和 ė 是渐近稳定的。同样，从上面的分析中，我们只

能说参数误差保持有界。稍后，我们将展示在期望轨迹的某些条件下，参数误差也收敛

到零。

表 6.3.1 总结了上述导出的自适应控制器，图 6.3.1 描绘了该控制器。
浏览表 6.3.1 后，我们可以看到，关于自适应计算力矩控制器的限制已被消除。具

体来说，对于自适应惯量相关控制器，我们不需要加速度测量或任何临时调整参数估计

来确保 M̂−1(q) 存在。

表 6.2: 自适应惯量相关控制器
控制器
扭矩控制 τ = Y (·)φ̂+Kvr

自适应更新规则 ˙̂φ = ΓY T (·)r
辅助信号 r = ė+ Λe

增益条件 Kv,Λ,Γ 是正定对角矩阵

信号定义 e = qd − q

稳定性结果 e, ė 渐近稳定，φ̃ 有界

例 6.3-1：自适应惯量相关控制器
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我们希望为图 6.2.1 所示的两连杆机械臂设计和仿真表 6.3.1 中给出的自适应惯量
相关控制器。假设摩擦可忽略不计且连杆长度完全已知，自适应惯量相关扭矩控制器可

以写为：

τ1 = Y11m̂1 + Y12m̂2 + kv1r1 (6.67)

和

τ2 = Y21m̂1 + Y22m̂2 + kv2r2 (6.68)

在扭矩控制表达式中，回归矩阵 Y (·) 由下式给出：

Y (·) =

[
Y11 Y12

Y21 Y22

]
(6.69)

其中

Y11 = l21(q̈d1 + λ1ė1) + gl1C1 (6.70)

Y12 = l21(q̈d1 + λ1ė1) + l1l2C2(2q̈d1 + 2λ1ė1 + q̈d2 + λ2ė2) + l22(q̈d1 + λ1ė1 + q̈d2 + λ2ė2)

(6.71)

+ l1l2S2(q̇2(q̇d1 + λ1e1)− (q̇1 + q̇2)(q̇d1 + λ1e1 + q̇d2 + λ2e2)) + g(l1C1 + l2C12)

(6.72)

按照表 6.3.1 中给出的方式制定自适应更新规则，相关的参数估计向量为：

φ̂ =

[
m̂1

m̂2

]
(6.73)

带有自适应更新规则：

˙̂m1 = γ1(Y11r1 + Y21r2) (6.74)

和

˙̂m2 = γ2(Y12r1 + Y22r2) (6.75)

对于 m1 = 0.8 kg 和 m2 = 2.3 kg，在 kv1 = kv2 = 10、λ1 = λ2 = 2.5、γ1 = γ2 = 20、

m̂1(0) = 0、m̂2(0) = 0 以及例 6.2.1 中给出的相同期望轨迹和初始关节条件下，对自适
应惯量相关控制器进行了仿真。跟踪误差和质量估计如图 6.3.2 所示。如图所示，跟踪
误差是渐近稳定的，参数估计保持有界。

注：读者可以通过交互式可视化工具观察自适应控制中参数估计的在线收敛
过程，理解自适应增益对收敛速度的影响。

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Adaptive_Control.html
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6.4 基于无源性的自适应控制器

近年来，许多作者开发了在扭矩控制律或自适应更新规则方面不同的自适应控制

方案。为了统一其中一些方法，基于无源性方法开发了一般的自适应控制策略（参见

[Ortega 和 Spong 1988] 和 [Brogliato 等 1990]）。在本节中，我们说明如何使用无源性方
法来开发一类用于机器人机械臂控制的扭矩控制律和自适应更新规则。

无源自适应控制器

首先，我们定义一个类似于为自适应惯量相关控制器定义的辅助滤波跟踪误差变

量。也就是说，我们定义跟踪变量为：

r(s) = H(s)e(s) (6.76)

其中

H(s) = [sI +K(s)]−1 (6.77)

s 是 Laplace 变换变量。在 (6.4.2) 中，n× n 增益矩阵 K(s) 的选择使得 H(s) 是严

格真、稳定的传递函数矩阵。稍后在本节中分析我们稍后提出的自适应控制器的稳定性

时，这一限制的原因将变得清晰。

与前几节一样，我们的自适应控制策略一直集中在将已知时间函数与未知常参数分

离的能力上。因此，我们使用 (6.4.1) 和 (6.4.2) 中给出的表达式来定义：

Z(·)φ =M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r − τ +M(q)K(s)e+ Vm(q, q̇)K(s)e (6.78)

其中在这种控制公式中，Z(·) 是已知的 n × r 回归矩阵。[注意 (6.4.3) 中的标准符
号滥用，其中 K(s)e 用于表示 K(s) 与 e(t) 卷积的逆 Laplace 变换。] 重要的是要注意，
可以选择 K(s) 使得 Z(·) 和 r 不依赖于 q̈ 的测量。实际上，如果选择 K(s) 使得 H(s)

的相对度为 1[Kailath 1980]，Z(·) 和 r 将不依赖于 q̈。

本节中给出的自适应控制公式称为无源性方法，因为 −r → Z(·) 的映射被构造为
无源映射。也就是说，我们构造一个自适应更新规则使得：∫ t

0

−rT (σ)Z(σ)φ̂(σ)dσ ≥ −β (6.79)

对所有时间和某个正标量常数 β 都满足。这一无源性概念用于分析误差系统的稳

定性，正如我们将展示的。然而，现在让我们说明 (6.4.4)在生成自适应更新规则中的使
用。

例 6.4-1：无源性自适应更新规则
让我们证明自适应更新规则：
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˙̂φ = −ΓZT (·)r (6.80)

满足 (6.4.4) 给出的不等式。注意 Γ 如 (6.2.11) 中定义。
首先将 (1) 写成以下形式：

˙̃φ = ΓZT (·)r (6.81)

其中我们使用了 Γ 是对角矩阵这一事实。将 (2) 代入 (6.4.4) 得到：∫ t

0

−rT (σ)Z(σ)φ̂(σ)dσ =

∫ t

0

φ̃T (σ)Γ−1 ˙̃φ(σ)dσ (6.82)

由于 Γ 是常数矩阵，我们可以使用乘积规则将 (3) 重写为：∫ t

0

−rT (σ)Z(σ)φ̂(σ)dσ =
1

2

∫ t

0

d

dt

[
φ̃T (σ)Γ−1φ̃(σ)

]
dσ (6.83)

或 ∫ t

0

−rT (σ)Z(σ)φ̂(σ)dσ =
1

2
φ̃T (t)Γ−1φ̃(t)− 1

2
φ̃T (0)Γ−1φ̃(0) (6.84)

从 (5) 中现在很明显，如果 β 选择为：

β =
1

2
φ̃T (0)Γ−1φ̃(0) (6.85)

那么 (6.4.4) 中给出的无源性积分对于 (1) 中给出的自适应更新规则是满足的。
现在我们已经了解了如何使用无源性积分 (6.4.4) 来生成自适应更新规则，我们使

用无源性的概念来分析一类自适应控制器的稳定性。对于这类自适应控制器，扭矩控制

由下式给出：

τ = Z(·)φ̂+Kvr (6.86)

注意，通过为 K(s) 选择不同的传递函数矩阵，可以从 (6.4.5) 生成许多类型的扭矩
控制器。也就是说，对于不同的 K(s)，我们有不同类型的反馈，因为反馈项 Kvr 会相

应地改变。

为了形成误差系统，将机器人动力学 (6.2.1) 用跟踪误差变量 r 和回归矩阵 Z(·) 重
写为：

M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r = Z(·)φ̃−Kvr (6.87)

将 (6.4.5) 代入 (6.4.6) 得到跟踪误差系统：

M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r +Kvr = Z(·)φ̃ (6.88)
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为了分析该系统的稳定性，我们使用 Lyapunov 类函数：

V =
1

2
rTM(q)r + β −

∫ t

0

rT (σ)Z(σ)φ̂(σ)dσ (6.89)

[Ortega 和 Spong 1988]。注意 V 是正的，因为参数估计更新规则被构造为保证

(6.4.4)。也就是说，如果满足 (6.4.4)，那么：

β −
∫ t

0

rT (σ)Z(σ)φ̂(σ)dσ ≥ 0 (6.90)

因此，V 是正标量函数。对时间微分 (6.4.8) 得到：

V̇ = rTM(q)ṙ +
1

2
rTṀ(q)r − rTZ(·)φ̂ (6.91)

将 (6.4.7) 代入 (6.4.10) 得到：

V̇ = −rTKvr + rTZ(·)φ̃− rTZ(·)φ̂ (6.92)

利用斜对称性质（参见第 2 章），可以将上式写成：

V̇ = −rTKvr − rTZ(·)φ̂ (6.93)

我们现在详细说明跟踪误差的稳定性类型。首先从 (6.4.12) 可以看出，我们可以对
V̇ 放置新的上界：

V̇ ≤ −λmin{Kv}∥r∥2 − rTZ(·)φ̂ (6.94)

上式也可以写成：

V̇ ≤ −λmin{Kv}∥r∥2 −
d

dt

(∫ t

0

rT (σ)Z(σ)φ̂(σ)dσ

)
(6.95)

将 (6.4.14) 乘以-1 并积分左侧得到：

−
∫ t

0

V̇ (σ)dσ ≥ λmin{Kv}
∫ t

0

∥r(σ)∥2dσ +

∫ t

0

rT (σ)Z(σ)φ̂(σ)dσ (6.96)

由于 V̇ 如 (6.4.12) 所描述的是负半定的，我们可以说 V 是一个非增函数，上界为

V (0)。通过回忆 M(q)是下有界的，如惯性矩阵的正定性质所描述的（参见第 2章），我
们可以说 (6.4.8) 中给出的 V 以零为下界。由于 V 是非增的，上界为 V (0)，下界为 0，

我们可以将 (6.4.15) 写成：

V (0)− V (∞) ≥ λmin{Kv}
∫ t

0

∥r(σ)∥2dσ +

∫ t

0

rT (σ)Z(σ)φ̂(σ)dσ (6.97)

或
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V (0) + β ≥ λmin{Kv}
∫ t

0

∥r(σ)∥2dσ (6.98)

(6.4.17) 给出的边界告诉我们 r ∈ Ln
2（参见第 1 章），这意味着滤波后的跟踪 r 以

(6.4.17) 给出的” 特殊” 方式有界。
为了为位置跟踪误差 e 建立稳定性结果，我们建立位置跟踪误差与滤波跟踪误差 r

之间的传递函数关系。从 (6.4.1) 我们可以说明：

e(s) = H(s)r(s) (6.99)

其中 H(s) 如 (6.4.2) 中定义。由于 H(s) 是严格真、渐近稳定的传递函数矩阵，

r ∈ Ln
2，我们可以使用第 1 章中的定理 1.4.7 来说明：

lim
t→∞

e = 0 (6.100)

上面的结果告诉我们位置跟踪误差是渐近稳定的。根据上面的理论发展，我们只能

说速度跟踪误差是有界的。

表 6.3: 无源性自适应控制器类
控制器
扭矩控制 τ = Z(·)φ̂+Kvr

无源性条件
∫ t

0
−rTZφ̂dσ ≥ −β

跟踪变量 r(s) = H(s)e(s)

传递函数 H(s) = [sI +K(s)]−1

增益条件 Kv 正定，H(s) 严格真、稳定

稳定性结果 e 渐近稳定，ė 有界

无源性方法给出了一类扭矩控制律。我们用一些例子来说明这一概念，这些例子统

一了自适应控制中的一些研究。

例 6.4-2：自适应惯量相关控制器的无源性
在这个例子中，我们展示了如何使用无源性概念导出自适应惯量相关控制器。首先，

注意通过在表 6.4.1 中定义：

K(s) = Λ (6.101)

和

H(s) = [sI + Λ]−1 (6.102)

我们得到扭矩控制律：
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τ = Z(·)φ̂+Kvr (6.103)

其中

Z(·)φ̂ = M̂(q)(q̈d + Λė) + V̂m(q, q̇)(q̇d + Λe) + Ĝ(q) + F̂ (q̇) (6.104)

这对应于 (6.3.11) 中给出的定义；因此，使用 (2)，我们得到了表 6.3.1 中给出的自
适应惯量相关扭矩控制器。

最后一项要检查的是自适应惯量相关更新规则是否满足表 6.4.1 中给出的无源性积
分。从表 6.3.1 中，自适应惯量相关更新规则可以写成：

˙̂φ = ΓZT (·)r (6.105)

对于 (1) 中给出的 K(s) 选择。重新检查例 6.4-1，现在很明显我们已经用无源性方
法导出了自适应惯量相关控制器。

例 6.4-3：PID 扭矩控制律
在例 6.4-2 中，扭矩控制律被证明为：

τ = M̂(q)q̈d + V̂m(q, q̇)q̇ + Ĝ(q) +Kvr +Kpe (6.106)

该扭矩控制器是比例-微分（PD）反馈控制器，因为我们在反馈部分使用了 e 和 ė。

现在希望找到表 6.4.1 中 K(s) 的选择，以给出形式为：

τ = M̂(q)q̈d + V̂m(q, q̇)q̇ + Ĝ(q) +Kpe+Ki

∫
edt+Kvė (6.107)

的比例-积分-微分（PID）型扭矩控制器。
使用表 6.4.1，我们可以选择：

K(s) = Λ +
1

s
Ψ (6.108)

其中 Λ 和 Ψ 是对角正定矩阵。现在我们必须验证 H(s) 是否确实是严格真、稳定

的传递函数矩阵。对于这种 K(s) 选择，我们可以写出：

H(s) = diag
[

s

s2 + sλ1 + ψ1

, . . . ,
s

s2 + sλn + ψn

]
(6.109)

由于 λi 和 ψi 是正的，H(s) 是严格真、稳定的传递函数矩阵。
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一般自适应更新规则

如前所述，表 6.4.1 中概述的自适应控制方案允许通过确保所提出的更新满足
(6.4.4) 中给出的无源性积分来制定不同的自适应更新律。Landau 提出了满足无源性
积分的一般更新规则：

˙̂φ = −ΓZT (·)r − FpZ
T (·)r −

∫ t

0

FI(t− σ)ZT (σ)r(σ)dσ (6.110)

其中 Fp 是 r × r 正定常数矩阵，FI(t) 是其 Laplace 变换是具有 s = 0 处极点的正

实传递函数矩阵的 r × r 正定矩阵核 [Landau 1979]。
通过利用这一一般更新律，可以设计多种类型的自适应。我们需要记住的只是 FI(t)

和 Fp 必须满足的条件。(6.4.20)直接得出的一个可能自适应方案是比例 +积分（PI）自
适应方案。PI 更新律与 (6.4.20) 给出的相同，其中：

FI(t) = KI (6.111)

KI 是对角常数正定矩阵。在 [Landau 1979] 中指出，关于自适应模型跟随，PI 自
适应比积分自适应显示出显着的改进。因此，这种自适应类型可能有益于机器人机械臂

的跟踪控制。

6.5 持续激励

对于前几节中提出的自适应控制器，跟踪误差已被证明是渐近稳定的；然而，关

于参数误差只能说它是有界的。一般来说，只有当回归矩阵满足某些条件时，自适应

控制系统中才会发生参数识别。具体来说，几位研究人员 [Morgan 和 Narendra 1977]、
[Anderson 1977] 研究了类似于我们在本章中提出的自适应控制系统的渐近稳定性。例
如，如果回归矩阵 Y (·) 满足：∫ t+ρ

t

Y T (q, q̇)Y (q, q̇)dσ ≥ αIr (6.112)

对所有 t ≥ 0，其中 α、β 和 ρ 都是正标量。此外，由于跟踪误差是渐近稳定的，我

们可以将 (6.5.1) 重写为： ∫ t+ρ

t

Y T (qd, q̇d)Y (qd, q̇d)dσ ≥ αIr (6.113)

其中参数 q 和 q̇ 已分别被 qd 和 q̇d 替代。

(6.5.2) 中给出的条件告诉我们，如果 Y (·) 在 ρ 给出的区间上变化足够大，使得整

个 r 维参数空间被跨越，我们就知道参数误差收敛到零。这相当于对期望轨迹的条件，

使得所有参数在经过足够的学习间隔后都会被识别。这一条件有助于制定期望轨迹，以
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确保识别诸如摩擦系数或负载质量之类的参数。我们现在用一些例子来说明持续激励轨

迹的含义。

例 6.5-1：单连杆机器人机械臂缺乏持续激励
我们希望研究图 6.5.1 所示单连杆机器人机械臂的持续激励条件。该机器人机械臂

的动力学取为：

τ = mq̈ + bq̇ (6.114)

其中项 b 用于表示表示动态摩擦系数的正标量。我们假设该机器人机械臂在不受重

力影响的平面内，m 和 b 是未知的正常数。

a. 自适应控制器
通过使用表 6.3.1，动力学 (1) 的自适应惯量相关控制器可以证明由下式给出：

τ = Y11m̂+ Y12b̂+ kvr (6.115)

在扭矩控制表达式中，回归矩阵 Y (·) 由下式给出：

Y (·) = [Y11, Y12] (6.116)

其中

Y11 = q̈d + λė (6.117)

Y12 = q̇ (6.118)

相应的参数估计向量为：

φ̂ =

[
m̂

b̂

]
(6.119)

我们可以按照表 6.3.1 制定自适应更新规则为：

˙̂m = γ1Y11r (6.120)

和

˙̂
b = γ2Y12r (6.121)

b. 持续激励
对于这个自适应控制器，希望从分析上证明 qd = 1 − e−2t 不是持续激励的。从

(6.5.2) 中，这个例子的持续激励条件的被积函数由下式给出：
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Y T (·)Y (·) =

[
(q̈d + λq̇d)

2 q̇d(q̈d + λq̇d)

q̇d(q̈d + λq̇d) q̇2d

]
(6.122)

或

Y T (·)Y (·) =

[
4e−4t 2e−2t(1− e−2t)

2e−2t(1− e−2t) (1− e−2t)2

]
(6.123)

将 Y T (·)Y (·) 的第一列乘以 2 并加到第二列得到：

RY Y =

[
4e−4t 2e−2t

2e−2t(1− e−2t) 1

]
(6.124)

由于矩阵 RY Y 与矩阵 Y T (·)Y (·) 具有相同的值域空间，我们可以从 (7)中看出，矩
阵 Y T (·)Y (·) 的值域空间总是一维的；因此，持续激励条件对于 qd = 1− e−2t 不成立。

例 6.5-2：单连杆机械臂的持续激励
a. 单频期望轨迹
使用例 6.5-1 中的自适应控制器，我们想通过仿真证明 qd = sin t 不是持续激励的。

对于 m = 1 kg 和 b = 1 N-m-s，在：

kv = 10, λ = 5, γ1 = γ2 = 10 (6.125)

m̂(0) = b̂(0) = 0 (6.126)

的初始条件下，对自适应惯量相关控制器进行了仿真。跟踪误差和参数估计如图

6.5.2 所示。从图中可以看出，正如预期的那样，跟踪误差是渐近稳定的，参数估计保持
有界。注意 m̂ 和 b̂ 不趋于零，因为期望轨迹不是持续激励的。

b. 多频期望轨迹
使用例 6.5-1 中的自适应控制器，我们希望仿真证明 qd = sin t + cos 3t 是持续激励

的。例 6.5-1 中给出的自适应控制器应在与本例 (a) 部分相同的条件下仿真，只是改变
期望轨迹。跟踪误差和参数误差如图 6.5.3所示。如图所示，跟踪误差是渐近稳定的，参
数估计保持有界。注意 b̂ 和 m̂ 分别收敛到 b 和 m 的精确值。这是因为期望轨迹是持续

激励的。

6.6 复合自适应控制器

在自适应计算力矩和自适应惯量相关控制策略中，我们已经证明跟踪误差是渐近稳

定的，参数误差是有界的。然后说明如果持续激励条件成立，参数误差收敛到零。在某

些机器人应用中，利用持续激励轨迹可能是不切实际的；因此，我们有动力重新设计自

适应控制策略以实现参数识别。
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在本节中，我们展示了如何修改第 6.3 节中给出的自适应控制器，以确保跟踪误差
和参数误差都渐近收敛 [Slotine 和 Li 1985(b)]。参数误差的渐近收敛被证明在滤波回归
矩阵的条件下成立。这个条件通常称为无限积分条件，比持续激励条件限制更少。

设计新自适应控制器的过程可以概述如下。首先，从扭矩测量形成滤波回归矩阵。

其次，展示如何使用这个滤波回归矩阵来制定未知参数的最小二乘估计器。最后，修改

表 6.3.1 中的自适应更新规则以包含额外的最小二乘估计器项。

扭矩滤波

我们现在展示如何从扭矩测量形成的回归矩阵可以滤波以消除加速度测量的需要。

从第 6.2 节我们可以以以下形式写出机器人方程 (6.2.1)：

τ =M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) = W (q, q̇, q̈)φ (6.127)

(6.6.1) 中的中间表达式写成以下形式：

τ = h(q, q̇, q̈) + g(q, q̇) (6.128)

其中

h(q, q̇, q̈) =M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ (6.129)

和

g(q, q̇) = G(q) + F (q̇) (6.130)

以 (6.6.2) 给出的形式写出机器人方程的原因是，这个方程现在以允许 q̈ 被滤波掉

或移除的方式分离。也就是说，通过滤波 (6.6.2)，我们有：

τf = f ∗ h+ gf (6.131)

其中 f 是线性稳定、严格真滤波器的脉冲响应，∗ 用于表示卷积运算。例如，我们
可以使用由以下给出的一阶滤波器：

f(s) =
a

s+ a
(6.132)

其中 a 是正标量常数。通过使用卷积的性质：

f ∗ h = ḟ ∗ (q̇ ∗M(q)) + f ∗ [Vm(q, q̇)q̇] (6.133)

我们可以将 (6.6.5) 重写为：



第六章 机器人操作器的自适应控制 171

τf = ḟ ∗ (M(q)q̇) + f ∗ [Vm(q, q̇)q̇] + gf (6.134)

在代入 h 和 g 的表达式后，注意 q̈ 已被滤波掉。也就是说，滤波扭矩的显式表达

式由下式给出：

τf = f̃(q, q̇)φ (6.135)

其中 f̃ 是适当、稳定滤波器的脉冲响应；例如，

f̃(s) =
as

s+ a
(6.136)

根据线性，未知参数仍然可以与 (6.6.9) 分离。也就是说，(6.6.9) 可以重写为：

τf = Wf (·)φ (6.137)

其中 Wf (·) 是 n× r 滤波回归矩阵，φ 是 r × 1 未知参数向量。我们现在用一个例

子来说明如何使用扭矩滤波来消除加速度测量的需要。

例 6.6-1：单连杆机器人机械臂的扭矩滤波
使用例 6.5-1 中给出的单连杆机器人机械臂动力学，希望找到 (6.6.11) 中给出的滤

波回归矩阵 Wf (q, q̇)，其中线性滤波器由下式给出：

f(s) =
1

s+ 1
(6.138)

或，在时域中，

f(t) = e−t (6.139)

使用 (6.6.9)，单连杆机械臂的滤波扭矩表达式由下式给出：

τf = f̃ ∗ (mq̇) + f ∗ (bq̇) (6.140)

其中

f̃(s) =
s

s+ 1
(6.141)

(3) 中的表达式用于将已知函数与未知常数分离成以下形式：

τf = Wf (·)φ (6.142)

其中滤波回归矩阵和参数向量为：

Wf (·) = [ḟ ∗ q̇, f ∗ q̇] (6.143)
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和

φ =

[
m

b

]
(6.144)

最小二乘估计

最小二乘估计方法已在许多类型的参数识别方案中使用 [Astrom 和 Wittenmark
1989]。事实证明，即使期望轨迹不是持续激励的，这种类型的估计方法也能提取最大量
的参数信息。这是为机器人机械臂设计自适应控制系统时要认识到的一个重要事实，因

为在许多机器人应用中，持续激励条件将不成立。因此，最小二乘估计为机器人机械臂

的自适应控制器设计提供了一个有吸引力的解决方案。

我们现在展示如何使用最小二乘估计方法来生成自适应更新规则。首先，定义最小

二乘更新规则：

˙̂φ = −PW T
f (·)τf (6.145)

其中

Ṗ = −PW T
f (·)Wf (·)P (6.146)

P 是 r × r 时变对称矩阵。

通过这种最小二乘估计方法，如果” 无限积分” 条件成立，参数误差收敛到零。具
体来说，如果：

lim
t→∞

λmin

{∫ t

0

W T
f (·)Wf (·)dσ

}
= ∞ (6.147)

成立，那么：

lim
t→∞

φ̃ = 0 (6.148)

如 [Slotine 和 Li 1985(b)] 中指出的，这一无限积分条件比持续激励条件限制更少。
也就是说，在实际机器人应用中，(6.6.18) 通常可以被验证。

例 6.6-2：单连杆机器人机械臂的最小二乘估计器
使用例 6.5-1 中给出的单连杆机器人机械臂动力学，希望找到 (6.6.16) 和 (6.6.17)

中给出的最小二乘估计器。由于未知参数的数量为两个，定义矩阵 P 为：

P =

[
p1 p2

p2 p3

]
(6.149)

利用例 6.6-1 中的滤波回归矩阵，我们有：
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PW T
f (·) =

[
p1(ḟ ∗ q̇) + p2(f ∗ q̇)
p2(ḟ ∗ q̇) + p3(f ∗ q̇)

]
(6.150)

其中

Wf (·) = [ḟ ∗ q̇, f ∗ q̇] (6.151)

使用 (6.6.17)，很容易看出矩阵 P 应该以下列方式更新：

ṗ1 = −[p1(ḟ ∗ q̇) + p2(f ∗ q̇)]2 (6.152)

ṗ2 = −[p1(ḟ ∗ q̇) + p2(f ∗ q̇)][p2(ḟ ∗ q̇) + p3(f ∗ q̇)] (6.153)

和

ṗ3 = −[p2(ḟ ∗ q̇) + p3(f ∗ q̇)]2 (6.154)

现在使用 (6.6.16)，参数更新规则为：

˙̂m = −[p1(ḟ ∗ q̇) + p2(f ∗ q̇)]τf (6.155)

和

˙̂
b = −[p2(ḟ ∗ q̇) + p3(f ∗ q̇)]τf (6.156)

其中，从 (6.6.16) 中，τf 由下式给出：

τf = m(ḟ ∗ q̇) + b(f ∗ q̇) (6.157)

复合自适应控制器

复合自适应控制器与表 6.3.1 中给出的控制器相同，只是自适应更新规则的修改。
这一修改由下式给出：

˙̂φ = ΓY T (·)r − PW T
f (·)τf (6.158)

为了证明跟踪误差和参数误差都收敛到零，从 Lyapunov 类函数开始：

V =
1

2
rTM(q)r +

1

2
φ̃TP−1φ̃ (6.159)

对时间微分 (6.6.29) 得到：
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V̇ = rTM(q)ṙ +
1

2
rTṀ(q)r + φ̃TP−1 ˙̃φ+

1

2
φ̃T Ṗ−1φ̃ (6.160)

从表 6.3.1 中给出的控制律和第 6.3 节中的发展，我们可以形成跟踪误差系统：

M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r = Y (·)φ̃−Kvr (6.161)

将 (6.6.31) 代入 (6.6.30) 得到：

V̇ = −rTKvr + φ̃T (Y T (·)r + P−1 ˙̃φ+
1

2
Ṗ−1φ̃) (6.162)

在将 (6.6.21) 中的 Ṗ−1、(6.6.28) 中的和 (6.6.15) 中的 τf 代入 (6.6.32) 后，我们有：

V̇ = −rTKvr −
1

2
φ̃TW T

f (·)Wf (·)φ̃ (6.163)

我们现在详细说明跟踪误差和参数误差的稳定性类型。首先，由于 (6.6.33) 中的 V̇

至少是负半定的，形式为：

V̇ ≤ −rTKvr (6.164)

我们可以说 (6.6.29) 中的 V 是有界的。由于 V 是有界的，M(q) 是正定矩阵，P−1

满足 (6.6.27) 给出的条件，我们可以说 r 和 φ̃ 是有界的。此外，从 (6.3.8) 中给出的 r

的定义，我们可以使用标准线性控制论证来说明 e 和 ė（因此 q 和 q̇）是有界的。我们

现在可以使用第 6.4 节中提出的相同论证来说明 ṙ 是有界的。给定 ṙ 是有界的，我们可

以通过建立位置跟踪误差与滤波跟踪误差 r 之间的传递函数关系来确定位置跟踪误差

的稳定性结果。从 (6.3.8) 中，我们可以说明：

e(s) = G(s)r(s) (6.165)

其中 s 是 Laplace 变换变量，

G(s) = [sI + Λ]−1 (6.166)

I 是 n × n 单位矩阵，Λ 是 n × n 正定矩阵。由于 G(s) 是严格真、渐近稳定的传

递函数，r ∈ Ln
2，我们可以使用第 1 章中的定理 1.4.7 来说明：

lim
t→∞

e = 0 (6.167)

其次，由于 V̇ 至少是负半定的，我们知道 V 必须是非增的，因此以 V (0) 为上界。

此外，通过无限积分假设，我们在 (6.6.27) 中得出结论：

lim
t→∞

λmin{P−1} = ∞ (6.168)
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由于 (6.6.29) 中给出的 V 中的项 1
2
φ̃TP−1φ̃ 以 V (0) 为上界，我们可以看到为了使

(6.6.38) 成立，我们必须有：

lim
t→∞

φ̃ = 0 (6.169)

因此，根据上面的论证，位置跟踪误差和参数误差对于表 6.6.1 中概述的复合自适
应控制器都是渐近稳定的。根据上面的理论发展，我们只能说速度跟踪误差是有界的；

然而，可以调用 Barbalat 引理来说明速度跟踪误差也是渐近稳定的。

表 6.4: 复合自适应控制器
控制器
扭矩控制 τ = Y (·)φ̂+Kvr

自适应更新规则 ˙̂φ = ΓY T (·)r − PW T
f (·)τf

辅助信号 r = ė+ Λe

滤波器 f(s) = a
s+a

增益条件 Kv,Λ,Γ 正定对角，a > 0

稳定性结果 e, φ̃ 渐近稳定，ė 有界

例 6.6-3：单连杆机器人机械臂的复合自适应控制器
希望为图 6.5.1 所示的单连杆机器人机械臂制定复合自适应控制器。扭矩控制律与

例 6.5-1中的方程 (2)给出的相同；因此，需要做的只是复合自适应更新规则的制定。从
表 6.6.1 中，复合参数更新规则为：

˙̂m = γ1Y11r − (p1Wf11 + p2Wf12)τf (6.170)

和

˙̂
b = γ2Y12r − (p2Wf11 + p3Wf12)τf (6.171)

其中 r 在 (6.3.8) 中定义，Y11, Y12 在例 6.5-1 中定义，p1, p2, p3,Wf11,Wf12, τf 在例

6.6-2 中定义。

6.7 自适应控制器的鲁棒性

所有讨论的自适应控制方案都确保机器人机械臂动力学的期望参考轨迹的渐近跟

踪；然而，在现实中，我们知道在任何机电系统中总会有干扰。考虑某种干扰效应的一

种简单方法是在机械臂动力学方程中添加有界干扰项。有了这个附加干扰项，机器人方

程变为：
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τ =M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) + Td (6.172)

其中 Td 是 n× 1 向量，表示附加干扰。

应用自适应惯量相关控制策略并忽略 (6.7.1) 中的 Td 项，得到表 6.3.1 的自适应控
制方案。然而，如果我们重新检查第 6.3 节中对自适应惯量相关控制器的稳定性分析，
我们可以看到有界干扰项给我们提供了跟踪误差的不同类型的稳定性结果。具体来说，

在 (6.7.1) 中添加了有界干扰项后，(6.3.7) 中 Lyapunov 函数的导数变为：

V̇ = −rTKvr + rTTd (6.173)

从 (6.7.2) 中很明显，V̇ 不能再被认为是负半定的。从我们之前使用 Lyapunov 稳
定性理论的经验来看，希望 V̇ 是” 负的”；因此，找到 (6.7.2) 中 V̇ 为负的区域是有利

的。通过使用 Rayleigh-Ritz 定理（参见第 1 章），我们可以将 (6.7.2) 写成：

V̇ ≤ −λmin{Kv}∥r∥2 + ∥r∥∥Td∥ (6.174)

从 (6.7.3) 中，可以获得 V̇ 为负的充分条件。也就是说，如果：

∥r∥ > ∥Td∥
λmin{Kv}

(6.175)

V̇ 将为负。

如果满足 (6.7.4)，V̇ 为负，V 将减小。如果 V 减小，那么从 (6.3.7) 中给出的
Lyapunov 函数定义，r 必须最终减小。然而，如果 r 减小使得：

∥r∥ ≤ ∥Td∥
λmin{Kv}

(6.176)

那么 V̇ 可能为正，这意味着 V 将开始增加。如果 V 开始增加，我们通过检查两种

可能性来深入了解问题。一，V 的增加导致 r 增加，使得 (6.7.4) 被满足。这意味着 V

将开始减小，因此 r 将最终减小。如果 r 以这种方式持续增加和减小，那么 r 和 φ̃ 都

保持有界。另一种可能性是 V 的增加导致 φ̃ 增加，而 r 保持足够小使得 (6.7.5) 被满
足。在这种情况下，V 保持为正；因此，φ̃ 可以继续增加。如果 V 以这种方式继续增

加，r 是有界的；然而，φ̃ 因此 φ̂ 都变得无界。

上面的论证揭示了自适应惯量相关控制律中的参数估计在存在有界干扰时可能变

得不稳定。也就是说，在假设机器人模型由 (6.7.1) 给出的情况下，参数估计可能发散。
如果参数估计变得太大，我们可以从表 6.3.1 中看到输入扭矩将开始增长并可能使关节
电机饱和；因此，修改自适应控制器以消除扭矩饱和的可能性是可取的。

例 6.7-1：干扰对自适应控制的影响
在本例中，我们仿真例 6.3-1中给出的相同自适应控制器，具有相同的控制参数、初

始条件和期望轨迹；然而，我们在两连杆机械臂动力学中添加了由以下给出的干扰项：
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Td1 = 2, Td2 = 1 (6.177)

跟踪误差和参数估计如图 6.7.1所示。从图中可以看出，对于 (1)中给出的干扰，参
数估计不会变得无界；然而，跟踪误差不再是渐近稳定的。

基于扭矩的干扰抑制方法

为了抑制机器人模型中的附加干扰项，我们说明了如果扭矩控制修改为：

τ = τa +Kdsgn(r) (6.178)

其中 τd 是表 6.3.1 中给出的扭矩控制，

Kd = diag{kd1, kd2, . . . , kdn} (6.179)

sgn(·) 用于表示符号函数，kd 是满足：

kdi > |Tdi|max (6.180)

的标量常数，Tdi 表示 n× 1 向量 Td 的第 i 个分量 [Slotine 和 Li 1985(c)]。
应用 (6.7.6) 中给出的干扰抑制控制器，(6.3.7) 中 Lyapunov 函数的导数变为：

V̇ = −rTKvr + rTTd − rTKdsgn(r) (6.181)

通过注意：

|rTTd| ≤
n∑

i=1

|ri||Tdi|max (6.182)

和

rTKdsgn(r) =
n∑

i=1

kdi|ri| (6.183)

(6.7.9) 可以写成：

V̇ ≤ −rTKvr −
n∑

i=1

(kdi − |Tdi|max)|ri| (6.184)

通过利用 (6.7.8)，我们可以将 (6.7.11) 写成：

V̇ ≤ −rTKvr (6.185)



178 第六章 机器人操作器的自适应控制

第 6.6 节中的相同论证可以用来证明位置跟踪误差是渐近稳定的，而速度跟踪误差
和参数估计是有界的。

例 6.7-2：两连杆机器人机械臂的干扰抑制
在本例中，我们仿真 (6.7.6) 中给出的改进自适应控制器，具有与例 6.3-1 中相同的

控制参数、初始条件和期望轨迹，以及例 6.7-1 中给出的干扰。改进的扭矩控制器由下
式给出：

τ1 = τa1 + kdsgn(r1) (6.186)

和

τ2 = τa2 + kdsgn(r2) (6.187)

其中 τa1 和 τa2 是例 6.3-1 中给出的相同自适应扭矩控制器，λ1 和 λ2 是例 6.3-1 中
定义的相同标量常数，和

kd = 3 (6.188)

注意 kd 已被选择为满足 (6.7.8) 中给出的条件，并且更新律与例 6.3-1 中给出的相
同。跟踪误差和参数估计如图 6.7.2 所示。从图中我们注意到参数估计保持有界；此外，
即使在存在干扰的情况下，跟踪误差现在也是渐近稳定的。重要的是要注意，对于上述

基于扭矩的干扰抑制方法的理论发展，我们只保证速度跟踪误差是有界的。

基于估计器的干扰抑制方法

在 [Reed 和 Ioannou 1988] 中，引入了 σ-修改 [Ioannou 和 Tsakalis 1985] 的修改版
本到自适应惯量相关控制算法 [Slotine 和 Li 1985(a)]，以补偿机器人模型中的未建模动
力学和有界干扰。在这种方法中，扭矩控制与表 6.3.1 中给出的相同；然而，自适应更
新规则修改为：

˙̂φ = ΓY T (·)r − σsΓφ̂ (6.189)

其中

σs =


0 if ∥φ̂∥ ≤ φ0

σ0

(
∥φ̂∥
φ0

− 1
)

if φ0 ≤ ∥φ̂∥ ≤ 2φ0

σ0 if ∥φ̂∥ ≥ 2φ0

(6.190)

和
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σ0 ≥
∥Td∥2

φ2
0λmin{Kv}λmin{Γ}

(6.191)

通过更新规则 (6.7.13)，Reed 证明了跟踪误差可以被限制在一个残差集合内，所有
闭环信号都是有界的。

正如我们所展示的，有界干扰可能导致参数估计变得不稳定。(6.7.13) 中给出的更
新规则旨在通过在线调节参数估计的大小来解决这个问题。这是通过标量设计常数 φ0

完成的。也就是说，通过检查参数估计的大小与 φ0，使用这个新的更新规则，参数估计

被迫保持有界。可以清楚地看到，如果 ∥φ̂∥ < φ0，更新规则与表 6.3.1 中给出的相同。
换句话说，如果参数估计没有变得太大，控制器与自适应惯量相关控制器相同。另一方

面，如果参数估计变得太大，修改自适应更新规则以确保参数估计保持有界。我们现在

讨论这个 σ-修改如何完成这一任务。
为了激励 (6.7.13) 中给出的更新规则的制定，检查 ∥φ̂∥ > φ0 的情况。这是更新规

则的稳定部分。也就是说，如果参数估计变得太大，更新规则切换为：

˙̂φ = ΓY T (·)r − σ0Γφ̂ (6.192)

或就参数误差而言，

˙̃φ = −ΓY T (·)r − σ0Γφ̃+ σ0Γφ (6.193)

我们现在重新检查第 6.3 节中对自适应惯量相关控制器的稳定性分析，其中参数
更新规则由 (6.7.16) 给出。具体来说，在 (6.7.1) 中添加了有界干扰项后，(6.3.7) 中
Lyapunov 函数的导数变为：

V̇ = −rTKvr − σ0φ̃
TΓφ̃+ σ0φ̃

TΓφ+ rTTd (6.194)

或

V̇ = −xTKsx+ xTh (6.195)

其中

x =

[
r

φ̃

]
, Ks =

[
Kv On×r

Or×n σ0Γ

]
, h =

[
Td

σ0Γφ

]
(6.196)

通过使用 Rayleigh-Ritz 定理（参见第 1 章），我们可以将 (6.7.19) 写成：

V̇ ≤ −λmin{Ks}∥x∥2 + ∥x∥∥h∥ (6.197)

从 (6.7.21) 中，如果：
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∥x∥ > ∥h∥
λmin{Ks}

(6.198)

V̇ 将为负。

重要的是要注意 (6.7.22) 的右侧是常数；因此，如果满足 (6.7.22)，V̇ 为负，这导
致 V 减小。如果 V 减小，那么从 (6.3.7) 中给出的 Lyapunov 函数定义，x 必须最终减
小。然而，如果 x 减小使得：

∥x∥ ≤ ∥h∥
λmin{Ks}

(6.199)

那么 V̇ 可能为正，这意味着 V 将开始增加。V 的增加导致 x 增加，使得 (6.7.22)
被满足。这意味着 V 现在开始再次减小，因此 x 最终减小。这个论证说明了 x 是如何

有界的。如果 x 是有界的，那么从 (6.7.20) 中，r 和 φ̃ 是有界的。由于 r 是有界的，标

准线性控制论证可以用来证明 e 和 ė 是有界的。

关于自适应更新规则 (6.7.13) 中的区域 φ0 ≤ ∥φ̂∥ ≤ 2φ0，现在讨论最后一点。自适

应更新规则的这一部分用于确保自适应惯量相关更新规则和 (6.7.16) 中给出的更新规则
的稳定部分之间存在平滑过渡。也就是说，这确保了我们不会在参数估计中获得任何不

连续性，这可能导致输入扭矩中的大不连续性。输入扭矩信号中的大不连续性是不可取

的，因为这种类型的信号可能导致机器人机械臂剧烈抖动。

6.8 总结

在本章中，给出了刚性机器人几种最新自适应控制结果的描述。意图是为机器人机

械臂不断增长的自适应控制结果列表提供一些视角。诸如瞬态行为、数字实现和对未建

模动力学的鲁棒性等研究领域无疑将在未来得到解决。一个仍有待调查的问题是比较不

同伺服和自适应律的优缺点。

关于机器人机械臂的其他研究人员的一些优秀自适应控制工作在 [Ortega 和 Spong
1988] 中概述。由于这是一个研究如此充分的领域，本章中可用空间有限，我们对任何
被遗漏的人表示歉意。
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习题

第 6.2 节

6.2-1 为第 2 章中给出的两连杆极坐标机器人机械臂设计和仿真表 6.2.1 中给出的自适
应计算力矩控制器。

6.2-2 找到与例 6.2-2 中给出的不同的正定、对称矩阵 P 和 Q，满足：

ATP + PA = −Q

其中

A =

[
On In

−Kp −Kv

]
Kp、Kv 是对角正定矩阵，On、In 分别表示 n× n 零矩阵和 n× n 单位矩阵。

6.2-3 用习题 6.2-2 中找到的 P 和 Q 重做习题 6.2-1，并报告跟踪误差性能的差异。

第 6.3 节

6.3-1 为第 2 章中给出的两连杆极坐标机器人机械臂设计和仿真表 6.3.1 中给出的自适
应惯量相关控制器。

6.3-2 对于习题 6.3-1 中给出的仿真，用控制参数（即 Λ、Kv、Γ）的不同值运行几次仿

真，并报告对跟踪误差性能的影响。

6.3-3 列举表 6.3.1 中给出的自适应控制器相对于表 6.2.1 中给出的自适应控制器的优
点。

6.3-4 如 (6.3.8) 中给出的，滤波跟踪误差定义为：

r = ė+ Λe
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其中 Λ 是正定对角矩阵。证明如果

lim
t→∞

r = 0

那么

lim
t→∞

e = 0 和 lim
t→∞

ė = 0

第 6.4 节

6.4-1 用例 6.4-3 中给出的 PID 伺服律和例 6.4-1 中给出的自适应律为例 6.3-1 中给出的
两连杆旋转机械臂设计和仿真自适应控制器。报告与例 6.3-1 中给出的任何差异。

6.4-2 用方程 (6.4.20) 和 (6.4.21) 给出的比例 + 积分自适应律重做习题 6.4-1。

第 6.5 节

6.5-1 从分析上证明例 6.5-2 中的 qd = sin t 不是持续激励的。

第 6.6 节

6.6-1 证明
d

dt
[P−1] = −P−1ṖP−1

6.6-2 仿真例 6.6-3 中给出的复合自适应控制器，并报告对跟踪误差的 P (0) 和 a（即用

于滤波回归矩阵的滤波器极点）不同值的影响。

6.6-3 展示如何使用第 1 章中给出的 Barbalat 引理在复合自适应控制器的证明中得到

lim
t→∞

ė = 0

第 6.7 节

6.7-1 将附加有界干扰：

Td =

[
2

1

]
添加到第 2 章中给出的两连杆极坐标机器人机械臂动力学，重做习题 6.3-1。

6.7-2 用习题 6.7-1 中给出的附加有界干扰和项

Kdsgn(r)

添加到自适应控制器，重做习题 6.3-1。用 kd 的不同值运行几次仿真，并报告对

跟踪误差性能的影响。
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Chapter 7

先进控制技术

第七章 先进控制技术

本章讨论机器人机械臂跟踪控制的一些先进控制技术。本章开发的控制器涉及计算

问题和执行器动力学效应。本章提出的分析概念和控制开发通常比前几章提出的更为复

杂；因此，强烈建议在研究新材料之前先学习前面的章节。

7.1 引言

随着过去几年来机器人控制研究的进展，许多机器人控制研究人员开始关注实现问

题。也就是说，实现方面的考虑，如减少在线计算和执行器动力学效应，正在促使研究

人员重新思考以前机器人控制器的理论开发，以便解决这些考虑。不断重新设计以前的

控制开发以符合实现限制，是以前机器人控制研究进展的进行方式。利用这种迫使理论

开发满足实现限制的概念，我们说明了研究人员如何开始着手解决诸如减少在线计算和

补偿执行器动力学效应等问题。

7.2 减少在线计算的机器人控制器

在本节中，我们研究了由 Sadegh 及其合作者 [Sadegh 和 Horowitz 1990]、[Sadegh
等 1990] 设计的机器人控制器。我们将这些控制器与相关工作分开，因为这项工作解决
了极其相关的在线控制器计算实现问题。具体而言，这种自适应控制器减少了在线计算，

而不是其他控制技术，如第 6 章中提出的自适应控制器。在自适应控制器研究的发展之
后，还提出了一种” 重复” 控制器。这种重复控制器也减少了在线计算。

期望补偿自适应律

第 6 章中自适应控制器的一个缺点是，用作前馈补偿的回归矩阵（例如，自适应惯
量相关控制器中的矩阵 Y (·)）必须在线计算。回归矩阵必须在线计算，因为它取决于关

185
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节位置和速度的测量值（即 q 和 q̇）。对于例 6.3.1 中给出的简单二连杆机器人控制器，
很明显 Y (·) 的在线计算在计算上是密集的。可以想象，如果人们希望控制具有许多自
由度的机器人机械臂，回归矩阵的在线计算可能在计算上非常密集。

为了消除对回归矩阵在线计算的需要，我们现在研究期望补偿自适应律（DCAL）
[Sadegh 和 Horowitz 1990]。DCAL 通过用期望关节位置和速度（即 qd 和 q̇d）替换 q 和

q̇，消除了对回归矩阵在线计算的需要。也就是说，DCAL 回归矩阵仅取决于期望轨迹
信息；因此，DCAL 回归矩阵可以预先离线计算。当然，这种回归矩阵的修改迫使我们
重新检查自适应控制设计和相应的稳定性分析。

为了本节中的控制设计，我们假设机器人机械臂是具有以下动力学的旋转机械臂：

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + Fdq̇ = τ (7.1)

其中 Fd 是 n× n 正定对角矩阵，用于表示摩擦的动态系数，所有其他量如第 3 章中定
义。如其他章节所述，我们将关节跟踪误差定义为

e = qd − q (7.2)

如第 6章所述，机器人机械臂的自适应控制涉及将已知时间函数与未知常数参数分
离。例如，回想自适应惯量相关控制器的这种参数与时间函数分离为

M(q)q̈r + Vm(q, q̇)q̇r +G(q) + Fdq̇r = Y (·)φ (7.3)

其中 Y (·) 是 n× r 回归矩阵，仅取决于实际和期望轨迹的已知时间函数，φ 是 r× 1 未

知常数参数向量。（注意表 6.3.1 中定义的 Λ 取为单位矩阵。）

在 DCAL 中，参数与时间函数的这种分离为

M(qd)q̈r + Vm(qd, q̇d)q̇r +G(qd) + Fdq̇r = Yd(·)φ (7.4)

其中 Yd(·) 是 n× r 回归矩阵，仅取决于期望轨迹的已知函数。注意，如果我们将 qd 和

q̇d 分别代入 q 和 q̇ 到式(??)中，式(??)给出的回归矩阵公式与式(??)给出的公式等价。
利用式(??)给出的回归矩阵公式，DCAL 表示为

τ = Yd(·)φ̂+ kvr + kpe+ ka∥e∥2r (7.5)

其中 kv、kp、ka 是标量常数控制增益，φ̂ 是 r× 1 参数估计向量，滤波跟踪误差定义为

r = ė+ e (7.6)

相应的 DCAL 参数自适应更新律为

˙̂φ = ΓY T
d (·)r (7.7)
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其中 Γ 是 r × r 正定、对角、常数自适应增益矩阵，参数误差定义为

φ̃ = φ− φ̂ (7.8)

注意，式(??)给出的 DCAL 与第 6 章讨论的自适应控制器非常相似，除了式(??)中
的项 ka∥e∥2r。事实证明，这个附加项用于补偿式(??)和(??)中给出的 Y (·)φ 和 Yd(·)φ
之间的差异。如 [Sadegh 和 Horowitz 1990] 所示，实际回归矩阵与期望回归矩阵公式之
间的这种差异可以量化为

∥Y (·)φ− Yd(·)φ∥ ≤ ζ1∥e∥+ ζ2∥e∥∥r∥+ ζ3∥r∥+ ζ4 (7.9)

其中

Ỹ = Y (·)φ− Yd(·)φ (7.10)

而 ζ1、ζ2、ζ3 和 ζ4 是正的边界常数，取决于期望轨迹和特定机器人配置的物理特性（即

连杆质量、连杆长度、摩擦系数等）。

为了分析式(??)给出的控制器的稳定性，我们必须形成相应的误差系统。首先，我
们将式(??)用式(??)和(??)中定义的 Y (·)φ 和 r 重写。也就是说，我们有

M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r + Y (·)φ = τ (7.11)

在式(??)的右侧添加和减去项 Yd(·)φ 得到

M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r + Yd(·)φ+ Ỹ = τ (7.12)

其中 Ỹ 在式(??)中定义。将式(??)给出的控制代入式(??)得到误差系统

M(q)ṙ = −Vm(q, q̇)r − kvr − kpe− ka∥e∥2r − Yd(·)φ̃− Ỹ (7.13)

其中 φ̃ 在式(??)中定义。
我们现在用 Lyapunov-like 函数分析式(??)给出的误差系统的稳定性

V =
1

2
rTM(q)r +

1

2
kpe

T e+
1

2
φ̃TΓ−1φ̃ (7.14)

对式(??)关于时间求导得到

V̇ = rTM(q)ṙ +
1

2
rTṀ(q)r + kpe

T ė− φ̃TΓ−1 ˙̂φ (7.15)

因为标量量可以转置。将式(??)代入式(??)得到

V̇ =− rTVm(q, q̇)r − kvr
T r − kpr

T e− ka∥e∥2rT r

− rTYd(·)φ̃− rT Ỹ +
1

2
rTṀ(q)r + kpe

T ė− φ̃TΓ−1 ˙̂φ
(7.16)
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通过利用斜对称性质（见第 3 章）和式(??)中的更新律，很容易看出式(??)中的第
二行等于零，因此，通过调用式(??)中给出的 r 的定义，式(??)简化为

V̇ = −kvrT r − kpe
T e− ka∥e∥2rT r − rT Ỹ (7.17)

从式(??)，我们可以以以下方式放置 V̇ 的上界：

V̇ ≤ −kv∥r∥2 − kp∥e∥2 − ka∥e∥2∥r∥2 + ∥r∥∥Ỹ ∥ (7.18)

通过在式(??)中代入式(??)可以得到 V̇ 的新上界

V̇ ≤ −kv∥r∥2 − kp∥e∥2 − ka∥e∥2∥r∥2 + ζ1∥e∥∥r∥+ ζ2∥e∥∥r∥2 + ζ3∥r∥2 + ζ4∥r∥ (7.19)

通过重新排列式(??)的第二行，它可以写成

V̇ ≤ −kv∥r∥2−kp∥e∥2−ka∥e∥2∥r∥2+ζ1∥e∥∥r∥+ζ2∥e∥∥r∥2+ζ3∥r∥2+
1

2
∥r∥2+ 1

2
ζ24 (7.20)

在式(??)中收集公共项后，它可以重写为

V̇ ≤ −(kv − ζ3 −
1

2
)∥r∥2 − kp∥e∥2 − (ka∥e∥ − ζ1)∥e∥∥r∥2 + ζ2∥e∥∥r∥2 +

1

2
ζ24 (7.21)

通过注意到，如果控制增益 ka 按照

ka >
ζ1 + ζ2
∥e∥

(7.22)

调整，我们可以看到式(??)第二行上的所有项都将为负；因此，我们可以获得 V̇ 的新上

界。

V̇ ≤ −(kv − ζ3 −
1

2
)∥r∥2 − kp∥e∥2 +

1

2
ζ24 (7.23)

通过以矩阵形式重写式(??)

V̇ ≤ −
[
∥e∥ ∥r∥

] [kp 0

0 kv − ζ3 − 1
2

][
∥e∥
∥r∥

]
+

1

2
ζ24 (7.24)

其中

Q0 =

[
kp 0

0 kv − ζ3 − 1
2

]
我们可以建立 kp 和 kv 的充分条件，使得式(??)中的矩阵为正定。具体而言，通过

使用 Gerschgorin 定理（见第 2 章），我们可以看到，如果

kp > 0 (7.25)

和

kv > ζ3 +
1

2
(7.26)
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式(??)中定义的矩阵将为正定；因此，V̇ 将为半负定。
我们现在详细说明跟踪误差的稳定性类型。首先，由于 V̇ 是半负定的，我们可以

说明 V 是上界有界的。利用 V 是上界有界的事实，我们可以说明 e、ė、r 和 φ̃ 是有界

的。由于 e、ė、r 和 φ̃ 是有界的，我们可以使用式(??)来表明 ṙ 以及因此式(??)中的 V̈

是有界的。其次，注意由于 M(q) 如惯性矩阵的正定性质所阐述的那样下界有界（见第

3 章），我们可以说明式(??)中给出的 V 下界有界。由于 V 下界有界，V̇ 是半负定的，

且 V̈ 是有界的，我们可以使用 Barbalat 引理（见第 2 章）来说明

lim
t→∞

V̇ = 0

因此，从上面的论证和式(??)，我们知道

lim
t→∞

∥e∥, ∥r∥ = 0 (7.27)

从式(??)，我们也可以确定速度跟踪误差的稳定性结果。具体而言，从式(??)，注意
r 被定义为变量 e 的稳定一阶微分方程；因此，通过标准线性控制论证，我们可以写成

lim
t→∞

∥ė∥ = 0 (7.28)

这个结果告诉我们，如果控制器增益根据式(??)、(??)和(??)选择，跟踪误差 e 和 ė

是渐近稳定的。从上面的分析，关于参数误差我们所能说的就是它保持有界。刚刚推导

的自适应控制器总结在表 7.2.1 中，并在图 7.2.1 中描绘。
表 7.2.1 DCAL 控制器

控制律 τ = Yd(·)φ̂+ kvr + kpe+ ka∥e∥2r
滤波跟踪误差 r = ė+ e

参数更新律 ˙̂φ = ΓY T
d (·)r

浏览表 7.2.1 后，我们可以看到，与自适应惯量相关控制器相比，DCAL 具有明显
的减少在线计算的优势。具体而言，回归矩阵 Yd(·) 仅取决于期望轨迹；因此，回归矩
阵可以离线计算。我们现在提出一个示例来说明如何使用表 7.2.1 为机器人机械臂设计
自适应控制器。

示例 7.2–1：二连杆机械臂的 DCAL
我们希望为图 6.2.1中给出的二连杆机械臂设计和仿真表 7.2.1中给出的 DCAL。（该

机器人臂的动力学在第 3 章中给出。）假设摩擦可忽略不计且连杆长度精确知道为每根
1 米长，DCAL 可以写成

τ1 = Yd11φ̂1 + Yd12φ̂2 + kvr1 + kpe1 + ka∥e∥2r1 (7.29)

和

τ2 = Yd21φ̂1 + Yd22φ̂2 + kvr2 + kpe2 + ka∥e∥2r2 (7.30)
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在控制扭矩的表达式中，回归矩阵 Yd(·) 由

Yd =

[
q̈d1 + ė1 Yd12

0 Yd22

]
(7.31)

给出其中

Yd12 = q̈d1 + ė1 + q̈d2 + ė2 + (q̇d1 + ė1)(q̇d2 + ė2)

Yd22 = q̈d1 + ė1 + q̈d2 + ė2

按照表 7.2.1 给出的公式制定自适应更新规则，相关参数估计向量为

φ̂ =

[
m̂1

m̂2

]

带有自适应更新规则
˙̂m1 = γ1(Yd11r1 + Yd21r2) (7.32)

和
˙̂m2 = γ2(Yd12r1 + Yd22r2) (7.33)

对于 m1 = 0.8 kg 和 m2 = 2.3 kg，DCAL 在以下条件下进行了仿真

kv = kp = ka = 50, γ1 = γ2 = 20

和

qd1 = qd2 = sin t, q̇d1 = q̇d2 = cos t

m̂1(0) = 0, m̂2(0) = 0

跟踪误差和质量估计在图 7.2.2 中描绘。如图所示，跟踪误差是渐近稳定的，参数
估计保持有界。

重复控制律

在许多工业应用中，机器人机械臂被用来重复执行相同的任务。例如，机器人可能

被要求在装配线上反复喷涂相同的零件。可以想象，这种喷涂操作的期望轨迹将是周期

函数。也就是说，在为喷涂第一个零件生成期望轨迹之后（即第一个” 试验”），相同的
期望轨迹应该以重复的方式为喷涂下一个零件而遵循（即下一个” 试验”）。

如果控制策略不考虑重复操作的性质，沿第一条轨迹犯的错误将从试验到试验重

复。因此，人们有动机设计一种控制器，利用当前试验中的跟踪误差测量来改善下一次

试验的跟踪性能。这些类型的控制器通常被称为” 学习” 或重复控制器。” 学习控制器”
一词用于强调控制器试图学习机械臂动力学的可重复部分。
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为了推动重复控制律（RCL）[Sadegh 等 1990] 的设计，我们注意到由

ud(t) =M(qd)q̈d + Vm(qd, q̇d)q̇d +G(qd) + Fdq̇d (7.34)

给出的动力学如果期望轨迹是周期性的，则是可重复的。也就是说，即使式(??)中可能
存在未知的常数参数，由 n× 1 向量 ud(t) 表示的信号将是周期性的或可重复的。因此，

在随后的讨论中，我们假设期望轨迹的周期为 T。期望轨迹的这种周期性假设使我们能

够写成

ud(t) = ud(t− T ) (7.35)

因为 ud(t) 表示的动力学仅取决于周期性量。

利用式(??)给出的动力学的可重复性，RCL 表示为

τ = ûd(t) + kvr + kpe+ ka∥e∥2r (7.36)

其中 n × 1 向量 ûd(t) 是用于补偿可重复动力学 ud(t) 的学习项，所有其他量与 DCAL
中定义的相同。学习项 ûd(t) 通过以下学习更新规则从试验到试验更新

ûd(t) = ûd(t− T ) + kLr (7.37)

其中 kL 是正的标量控制增益。

如自适应控制开发中类似地进行，我们将用式(??)给出的学习更新规则用学习误差
表示，学习误差定义为

ũd(t) = ud(t)− ûd(t) (7.38)

具体而言，将式(??)乘以-1，然后在式(??)的两边加上 ud(t) 得到

ũd(t) = ũd(t− T )− kLr (7.39)

通过利用式(??)给出的周期性假设，我们可以将式(??)写成

ud(t)− ûd(t) = ud(t− T )− ûd(t− T )− kLr (7.40)

这给出了学习误差更新规则

ũd(t) = ũd(t− T )− kLr (7.41)

其中 ũd(t− T ) 根据式(??)定义。
在分析式(??)中给出的控制器的稳定性之前，我们将形成相应的误差系统。首先，

我们将式(??)用式(??)中定义的 r 重写。也就是说，我们有

M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r + ua(t) = τ (7.42)



192 第七章 先进控制技术

其中 n× 1 向量 ua(t) 用于表示” 实际机械臂动力学”

ua(t) =M(q)(q̈d + ė) + Vm(q, q̇)(q̇d + e) +G(q) + Fd(q̇d + e) (7.43)

在式(??)的右侧添加和减去项 ud(t) 得到

M(q)ṙ + Vm(q, q̇)r + ud(t) + ũ = τ (7.44)

其中 ũ 定义为

ũ = ua(t)− ud(t) (7.45)

如 [Sadegh和 Horowitz 1990] 中类似所示，实际机械臂动力学（即 ua(t)）与可重复

机械臂动力学（即 ud(t)）之间的这种差异可以量化为

∥ũ∥ ≤ ζ1∥e∥+ ζ2∥e∥∥r∥+ ζ3∥r∥+ ζ4 (7.46)

其中 ζ1、ζ2、ζ3 和 ζ4 是正的边界常数，取决于期望轨迹和特定机器人配置的物理特性

（即连杆质量、连杆长度、摩擦系数等）。

形成误差系统的最后一步是将式(??)给出的控制代入式(??)得到

M(q)ṙ = −Vm(q, q̇)r − kvr − kpe− ka∥e∥2r + ũd(t)− ũ (7.47)

我们现在用 Lyapunov-like 函数分析式(??)给出的误差系统的稳定性

V =
1

2
rTM(q)r +

1

2
kpe

T e+
1

2kL

∫ t

t−T

ũTd (σ)ũd(σ)dσ (7.48)

对式(??)关于时间求导得到

V̇ = rTM(q)ṙ +
1

2
rTṀ(q)r + kpe

T ė+
1

2kL
[ũTd (t)ũd(t)− ũTd (t− T )ũd(t− T )] (7.49)

将式(??)给出的误差系统代入式(??)得到

V̇ =− rTVm(q, q̇)r − kvr
T r − kpr

T e− ka∥e∥2rT r

+ rT ũd(t)− rT ũ+
1

2
rTṀ(q)r + kpe

T ė+
1

2kL
[ũTd (t)ũd(t)− ũTd (t− T )ũd(t− T )]

(7.50)
通过利用斜对称性质和学习误差更新律式(??)，很容易表明式(??)中的第二行等于

− 1

2kL
[ũd(t) + kLr]

T [ũd(t) + kLr]

因此，通过调用式(??)中给出的 r 的定义，式(??)简化为

V̇ = −kvrT r − kpe
T e− ka∥e∥2rT r + rT ũ (7.51)
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从式(??)我们可以以以下方式放置 V̇ 的上界：

V̇ ≤ −kv∥r∥2 − kp∥e∥2 − ka∥e∥2∥r∥2 + ∥r∥∥ũ∥ (7.52)

其余稳定性论证是前一节对 DCAL 提出的稳定性论证的修改。具体而言，我们首
先注意到式(??)和(??)几乎相同，因为式(??)中的 Ỹ 和式(??)中的 ũ 由相同的标量函数

界定。追溯 DCAL 稳定性论证的步骤后，我们可以看到控制器增益 ka 和 kp 仍应按照

式(??)和(??)分别调整。然而，控制器增益 kv 与控制器增益 kL 一起调整以满足

kv > ζ3 +
1

2
+ kLζ

2
2 (7.53)

其中 ζ1、ζ2、ζ3 和 ζ4 在式(??)中定义。如果控制器增益根据式(??)、(??)和(??)调整，则
从 DCAL 的分析开发（即式(??)到(??)）和式(??)，我们可以在 V̇ 上放置新的上界：

V̇ ≤ −λ3∥x0∥2 +
1

2
ζ24 (7.54)

其中 λ3 是正的标量常数，由 λmin{Q0} 给出。
我们现在详细说明跟踪误差的稳定性类型。首先注意，从式(??)，我们可以在 V̇ 上

放置新的上界：

V̇ ≤ −λ3∥x0∥2 +
1

2
ζ24 (7.55)

这意味着 ∫ ∞

0

∥x0∥2dt ≤
1

λ3
[V (0)− V (∞)] +

1

2λ3
ζ24

∫ ∞

0

dt (7.56)

将式(??)乘以-1 并对式(??)的左侧积分得到

−
∫ ∞

0

∥x0∥2dt ≥
1

λ3
[V (∞)− V (0)]− 1

2λ3
ζ24

∫ ∞

0

dt (7.57)

由于 V̇ 如式(??)所阐述的那样是半负定的，我们可以说明 V 是一个非递增函数，

因此由上界 V (0) 界定。通过回忆，如惯性矩阵的正定性质所阐述的那样，M(q) 是下界

有界的，我们可以说明式(??)中给出的 V 由零下界有界。由于 V 是非递增的，由上界

V (0) 界定，由下界零界定，我们可以将式(??)写成∫ ∞

0

∥x0∥2dt ≤
1

λ3
V (0) +

1

2λ3
ζ24

∫ ∞

0

dt (7.58)

或

x0 ∈ Ln
2 (7.59)

式(??)给出的界限告诉我们 x0 ∈ Ln
2（见第 2 章），这意味着滤波跟踪误差 r 以

式(??)给出的特殊方式有界。
为了建立位置跟踪误差 e 的稳定性结果，我们建立位置跟踪误差与滤波跟踪误差 r

之间的传递函数关系。从式(??)，我们可以说明

e(s) = G(s)r(s) (7.60)
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其中 s 是拉普拉斯变换变量，

G(s) = (sI + I)−1 (7.61)

而 I 是 n× n 单位矩阵。由于 G(s) 是严格适当的、渐近稳定的传递函数且 r ∈ Ln
2，我

们可以使用第 2 章中的定理 2.4.7 来说明

lim
t→∞

∥e∥ = 0 (7.62)

因此，如果控制器增益根据式(??)、(??)和(??)选择，位置跟踪误差 e 是渐近稳定

的。根据本节提出的理论开发，关于速度跟踪误差 ė 我们只能说它是有界的。应该注意

的是，如果式(??)中的学习估计 ûd(t)” 人为地” 防止增长，我们可以得出速度跟踪误差
是渐近稳定的结论 [Sadegh 等 1990]。这种修改的稳定性证明是第 6 章中提出的自适应
控制证明的直接应用。

本节研究的重复控制器总结在表 7.2.2 中，并在图 7.2.3 中描绘。浏览表 7.2.2 后，
我们可以看到 RCL 与需要形成回归型矩阵的自适应控制器相比，需要关于被控机器人
的很少信息。RCL 的另一个明显优势是它需要很少的在线计算。我们现在提出一个示
例来说明如何使用表 7.2.2 为机器人机械臂设计重复控制器。

示例 7.2–2：二连杆机械臂的 RCL
我们希望为图 6.2.1 中给出的二连杆机械臂设计和仿真表 7.2.2 中给出的 RCL。（该

机器人臂的动力学在第 3 章中给出。）从表 7.2.2，RCL 可以写成

τ1 = ûd1 + kvr1 + kpe1 + ka∥e∥2r1 (7.63)

和

τ2 = ûd2 + kvr2 + kpe2 + ka∥e∥2r2 (7.64)

按照表 7.2.2 给出的公式制定学习更新规则得到

ûd1(t) = ûd1(t− T ) + kLr1 (7.65)

和

ûd2(t) = ûd2(t− T ) + kLr2 (7.66)

对于 m1 = 0.8 kg，m2 = 2.3 kg，连杆长度为 1 m，RCL 在以下条件下进行了仿真

ka = kv = kp = kL = 50, T = 2π

和

qd1 = sin t, qd2 = cos t

ûd1(t) = 0, ûd2(t) = 0, 对于− 2π ≤ t < 0

位置和速度跟踪误差在图 7.2.4 中描绘。如图所示，位置和速度跟踪误差都是渐近
稳定的；然而，根据本小节的理论开发，我们只保证位置跟踪误差是渐近稳定的。
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7.3 自适应鲁棒控制

在第 6 章中，我们讨论了自适应控制器用于机器人机械臂跟踪控制的用途。自适应
控制器的有吸引力的特征之一是，控制实现不需要诸如负载质量或摩擦系数之类的未知

常数参数的先验知识。自适应控制器的两个缺点是需要大量的在线计算，以及缺乏对附

加有界扰动的鲁棒性。

在第 5 章中，我们讨论了鲁棒控制器用于机器人机械臂控制的用途。鲁棒控制器的
两个有吸引力的特征是在线计算保持在最低限度，以及它们对附加有界扰动的固有鲁棒

性。鲁棒控制方法的一个缺点是需要不确定性的先验已知界限。通常，不确定性界限的

计算可能是一个相当繁琐的过程，因为此计算涉及为机器人机械臂的每个连杆找到质量

和摩擦相关常数的最大值。鲁棒控制方法的另一个缺点是，即使在不存在附加有界扰动

的情况下，我们也不能保证跟踪误差的渐近稳定性。通常，至少获得跟踪误差的” 理论”
渐近稳定性结果将是可取的。

在本节中，为机器人机械臂的跟踪控制开发了自适应鲁棒控制器。自适应鲁棒控制

器可以被认为是结合了自适应控制器和鲁棒控制器的最佳品质。这种控制方法具有减少

在线计算（与自适应控制方法相比）、对附加有界扰动的鲁棒性、无需系统不确定性的

先验知识以及渐近跟踪误差性能的优点。

为了本节中的控制设计，我们假设机器人机械臂是具有以下动力学的旋转机械臂：

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + Fdq̇ + Td = τ (7.67)

其中 Fd 是用于表示摩擦动态系数的 n × n 正定对角矩阵，Td 是表示未知有界扰动的

n× 1 向量，所有其他量如第 3 章中定义。
自适应鲁棒控制器与第 5章中讨论的鲁棒控制策略非常相似，因为使用辅助控制器

来” 界定” 不确定性。回想第 5 章，鲁棒控制器通过使用由跟踪误差范数和正边界常数
组成的标量函数来界定不确定性。例如，假设由

w =M(q)q̈r + Vm(q, q̇)q̇r +G(q) + Fdq̇r + Td (7.68)

给出的动力学表示给定机器人控制器的不确定性。也就是说，式(??)给出的动力学是不
确定的，因为负载质量、摩擦系数和扰动不确切知道。然而，假设可以使用正的标量函

数 ρ 来界定不确定性，如下所示：

∥w∥ ≤ ρ (7.69)

如 [Dawson 等 1990] 中所述，机器人机械臂的物理特性可用于表明式(??)给出的动
力学可以界定为

ρ = δ0 + δ1∥e∥+ δ2∥ė∥ (7.70)
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其中

θ =


δ0

δ1

δ2

 (7.71)

而 δ0、δ1 和 δ2 是正的边界常数，基于最大可能的负载质量、连杆质量、摩擦系数、扰

动等。

通常，第 5 章中提出的鲁棒控制器要求式(??)中定义的边界常数事先制定。本节将
开发的自适应鲁棒控制器在机械臂运动时在线” 学习” 这些边界常数。也就是说，在控
制实现中，我们不需要边界常数的知识；相反，我们只需要式(??)中定义的边界常数的
存在。

与 [Corless和 Leitmann 1983]中提出的一般开发类似，自适应鲁棒控制器具有以下
形式

τ = Kvr + vR (7.72)

其中 Kv 是 n× n 对角、正定矩阵，r（滤波跟踪误差）如式(??)中定义，而 vR 是表示

辅助控制器的 n× 1 向量。式(??)中的辅助控制器 vR 由

vR =
rρ̂2

ρ̂∥r∥+ ε
(7.73)

定义其中

ε̇ = −kεε (7.74)

kε 是正的标量控制常数，ρ̂ 是定义为

ρ̂ = Sθ̂ (7.75)

的标量函数而 θ̂ 是边界常数 δ0、δ1 和 δ2 的相应边界估计，在式(??)中定义。用”̂” 表示
的边界估计基于自适应更新规则在线更改。在给出更新规则之前，我们将式(??)写成更
方便的形式

ρ̂ = θ̂TST (7.76)

其中

S =
[
1 ∥e∥ ∥r∥

]
式(??)中给出的实际边界函数 ρ 也可以写成矩阵形式

ρ = θTST (7.77)

其中

θ =


δ0

δ1

δ2


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注意自适应方法中回归矩阵公式（见第 6 章）与式(??)给出的公式之间的相似性。
具体而言，1× 3 矩阵 S 类似于” 回归矩阵”，而 3× 1 向量 θ̂ 类似于” 参数估计向量”。

式(??)中定义的边界估计通过以下关系在线更新

˙̂
θ = γST∥r∥ (7.78)

其中 r 在式(??)中定义，S 在式(??)中定义，γ 是正的标量控制常数。为方便起见，我
们还注意到，由于式(??)中定义的 δ0、δ1 和 δ2 是常数，式(??)可以写成

˙̃θ = −γST∥r∥ (7.79)

因为我们将定义 θ 和 θ̂ 之间的差为

θ̃ = θ − θ̂ (7.80)

我们现在将注意力转向分析式(??)中给出的控制器的相应误差系统的稳定性。将控
制器式(??)代入机器人方程式(??)得到误差系统

M(q)ṙ = −Vm(q, q̇)r −Kvr − vR + w (7.81)

其中 w 在式(??)中定义。
我们现在用 Lyapunov-like 函数分析式(??)给出的误差系统的稳定性

V =
1

2
rTM(q)r +

1

2
θ̃Tγ−1θ̃ +

1

2kε
ε2 (7.82)

对式(??)关于时间求导得到

V̇ = rTM(q)ṙ +
1

2
rTṀ(q)r + θ̃Tγ−1 ˙̃θ +

1

kε
εε̇ (7.83)

因为标量量可以转置。将式(??)和(??)代入式(??)得到

V̇ =− rTVm(q, q̇)r − rTKvr − rTvR + rTw

+
1

2
rTṀ(q)r − θ̃TST∥r∥ − ε

(7.84)

通过利用斜对称性质，很容易看出式(??)中的第二行等于零。从式(??)，我们可以
使用式(??)和(??)以以下方式放置 V̇ 的上界：

V̇ ≤ −rTKvr − ρ∥r∥+ rTw − θ̃TST∥r∥ − ε (7.85)

将式(??)、(??)、(??)和(??)代入式(??)，我们得到

V̇ ≤ −rTKvr −
∥r∥2θ̂TST

θ̂TST∥r∥+ ε
+ ∥r∥θTST − ∥r∥θTST + ∥r∥θ̂TST − ε (7.86)
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它可以写成

V̇ ≤ −rTKvr − ∥r∥θ̂TST

[
∥r∥

θ̂TST∥r∥+ ε
− 1

]
− ε (7.87)

为式(??)中的最后两项获得公共分母使我们能够将式(??)写成

V̇ ≤ −rTKvr −
∥r∥θ̂TST (−ε)
θ̂TST∥r∥+ ε

− ε (7.88)

由于式(??)中最后两项之和总是小于零，我们可以在 V̇ 上放置新的上界：

V̇ ≤ −rTKvr (7.89)

我们现在详细说明跟踪误差的稳定性类型。首先，注意从式(??)，我们可以在 V̇ 上

放置新的上界：

V̇ ≤ −λmin{Kv}∥r∥2 (7.90)

如前一节对 RCL所示，我们可以使用式(??)来表明所有信号都是有界的，且 r ∈ Ln
2

（见第 2 章）。按照 RCL 稳定性分析，我们可以使用式(??)来表明位置跟踪误差 e 与滤

波跟踪误差 r 通过传递函数关系相关

e(s) = G(s)r(s) (7.91)

其中 s 是拉普拉斯变换变量，G(s) 是严格适当的、渐近稳定的传递函数。因此，我们可

以使用第 2 章中的定理 2.4.7 来说明

lim
t→∞

∥e∥ = 0 (7.92)

上面的结果告诉我们位置跟踪误差 e 是渐近稳定的。根据本节提出的理论开发，我

们只能说明速度跟踪误差 ė 和边界估计 θ̂ 是有界的。应该注意的是，在 [Corless 和
Leitmann 1983] 中，提出了更复杂的理论开发，证明速度跟踪误差是渐近稳定的。然而，
为简洁起见，这些附加信息留给读者自行研究。

本节推导的自适应鲁棒控制器总结在表 7.3.1中，并在图 7.3.1中描绘。我们现在提
出一个示例来说明如何使用表 7.3.1 为机器人机械臂设计自适应鲁棒控制器。

表 7.3.1 自适应鲁棒控制器

控制律 τ = Kvr +
rρ̂2

ρ̂∥r∥+ ε

辅助控制 ρ̂ = Sθ̂ = δ̂0 + δ̂1∥e∥+ δ̂2∥r∥
参数更新 ˙̂

θ = γST∥r∥

示例 7.3–1：二连杆机械臂的自适应鲁棒控制器
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我们希望为图 6.2.1 中给出的二连杆机械臂设计和仿真表 7.3.1 中给出的自适应鲁
棒控制器。（该机器人臂的动力学在第 3 章中给出。）为了建模摩擦和扰动，将以下动力
学

Fdq̇ =

[
3q̇1

3q̇2

]
(7.93)

和

Td =

[
0.5 sin t
0.2 cos t

]
(7.94)

添加到二连杆机器人模型中的相应位置。

我们现在可以使用表 7.3.1 来制定自适应鲁棒控制器为

τ1 = kvr1 +
r1ρ̂

2

ρ̂∥r1∥+ ε
(7.95)

和

τ2 = kvr2 +
r2ρ̂

2

ρ̂∥r2∥+ ε
(7.96)

在上面控制扭矩的表达式中，边界函数 ρ̂ 由

ρ̂ = δ̂0 + δ̂1∥e∥+ δ̂2∥r∥ (7.97)

给出其中 δ̂0、δ̂1 和 δ̂2 是自适应估计。从表 7.3.1，相关边界估计按以下方式更新

˙̂
δ0 = γ∥r∥, ˙̂

δ1 = γ∥e∥∥r∥, ˙̂
δ2 = γ∥r∥2 (7.98)

对于 m1 = 0.8 kg，m2 = 2.3 kg，每根连杆长度为 1 m，自适应鲁棒控制器在以下
条件下进行了仿真：控制参数、初始条件和期望轨迹由

kv = 50, γ = 10, kε = 0.001, ε(0) = 1

和

qd1 = sin t, qd2 = cos t, δ̂0(0) = 0, δ̂1(0) = 0, δ̂2(0) = 0

给出

跟踪误差和质量估计在图 7.3.2 中描绘。如图所示，位置和速度跟踪误差都是渐近
稳定的，边界估计保持有界。应该注意的是，从本节给出的理论开发，我们只保证位置

跟踪误差是渐近稳定的，而所有其他信号保持有界。

7.4 执行器动力学补偿

在本书中，我们讨论了在” 扭矩输入级别” 设计的控制器。也就是说，与执行器相
关的任何动力学都被忽略了。提出这一点的原因不是要贬低先前讨论的控制开发，因为
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这项研究涉及解决一个非常困难的问题，即在不确定性存在的情况下高度非线性系统的

全局跟踪控制。我们提到以前方法中的这一不足是为了强调这样一个事实：根据许多机

器人控制研究人员的观点，现在是时候开始在控制综合中包括执行器动力学的效应了。

最近，一些研究人员假设执行器的有害效应正在阻止机器人机械臂的高速运动/力控制
[Eppinger 和 Seering 1987]。
在本节中，我们说明了如何使用系统方法来补偿电气效应和关节柔性形式的执行器

动力学。使用这种方法和精确模型知识的假设，开发了产生连杆跟踪误差全局渐近稳定

性结果的控制器。尽管我们假设精确知道模型，但重要的是要认识到，在某些情况下，

可能可以制定自适应和鲁棒非线性跟踪控制器来补偿” 不确定性”。在存在执行器动力
学的情况下补偿不确定系统目前正在研究中 [Ghorbel 和 Spong 1990]。

电气动力学

在本小节中，我们说明了如何合成” 校正” 控制器 [Kokotovic 等 1986]，以确保尽
管电机会增加整体系统动力学的电气动力学，连杆跟踪也是渐近的。” 校正控制器” 一
词用于强调控制器校正电气动力学。本小节中研究的机器人类将被称为刚连杆电气驱动

（RLED）机器人。为简单起见，我们假设执行器是直流（dc）电机；然而，通过一些修
改，以下分析可用于更复杂的电机，如开关磁阻电机 [Taylor 1989]。

RLED 机器人的模型 [Tarn 等 1991] 采用

ė = A0e+BηE (7.99)

η̇E = J−1KT I − u̇L (7.100)

其中

M̄(q) =M(q) + J (7.101)

M(q) 是 n× n 连杆惯性矩阵，N(q, q̇) 是包含向心力、科里奥利力、重力、阻尼和摩擦

项的 n× 1 向量，J 是用于表示执行器惯性的 n× n 常数、对角、正定矩阵，I(t) 是用

于表示每个执行器中电流的 n × 1 向量，KT 是用于表示扭矩和电流之间转换的常数对

角 n× n 矩阵，La 是用于表示电气电感的 n× n 常数正定对角矩阵，R(q, q̇) 是用于表

示电气电阻和电机反电动势的 n × 1 向量，uE(t) 是用于表示输入电机电压的 n × 1 控

制向量。

在本书中，重点放在利用机器人机械臂的物理特性来帮助我们进行稳定性分析。遵

循这一传统，我们注意到式(??)中定义的复合惯性矩阵 M̄(q) 是对称的、正定的，并且

作为 q 的函数一致有界；因此，我们可以对任何 n× 1 向量 x 说明
1

m1

∥M̄−1(q)∥i2 ≤ 1 (7.102)

其中 m1 是正的标量常数，取决于特定机器人的质量特性（见第 3 章）。从式(??)，也可
以建立

m1 ≤ λmin{M̄(q)} (7.103)
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其中 ∥ · ∥i2 用于表示诱导 2-范数（见第 2 章）。
如多次讨论的那样，我们对连杆跟踪误差的性能感兴趣。为避免混淆，我们重申跟

踪误差定义为

e = qd − q (7.104)

其中 qd 表示期望连杆轨迹。我们将假设 qd 及其第一、第二和第三导数都是作为时间函

数有界的。我们还假设式(??)左侧连杆动力学的第一导数存在。对期望轨迹和连杆动力
学的这些” 平滑性” 假设确保稍后开发的控制器保持有界。
控制目标将是尽管有电气动力学，也要获得渐近连杆跟踪。为了实现这一目标，我

们首先用式(??)给出的跟踪误差将式(??)重写为

ė = A0e+BηE (7.105)

式(??)给出的误差系统也可以用状态空间形式写成

ė = A0e+BηE (7.106)

其中

A0 =

[
−In×n In×n

−KLp −KLv

]
, B =

[
On×n

M̄−1(q)

]
On×n 是 n× n 零矩阵，In×n 是 n× n 单位矩阵。

如人们可以清楚地看到，式(??)中没有控制输入；因此，我们将在式(??)的右侧添
加和减去项 BM̄−1(q)uL 得到

ė = ALe+B(M̄−1(q)uL − ηE) (7.107)

其中 uL 是表示”虚构”n×1控制输入的 n×1向量。事实证明，如果电气动力学不存在，

控制器 uL 是计算扭矩控制器，确保渐近连杆跟踪误差。正如我们稍后将看到的，虚构

控制器 uL 实际上嵌入在整体控制策略中，该策略设计在电压控制输入 uE 处。

继续误差系统开发，我们为 RLED 机器人定义 uL 为计算扭矩控制器

uL = M̄(q)(q̈d +KLvė+KLpe) +N(q, q̇) (7.108)

其中 KLv 和 KLp 定义为 n× n 正定对角矩阵。仅将式(??)的第一个 uL 项代入式(??)得
到连杆跟踪误差系统

ė = ALe+BηE (7.109)

其中

AL =

[
−In×n In×n

−KLp −KLv

]
, ηE = M̄−1(q)(uL −KT I) (7.110)
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关于式(??)给出的连杆跟踪误差系统，如果 ηE 可以保证在所有时间为零，我们可

以很容易地表明跟踪误差是渐近稳定的，因为式(??)中定义的 AL 具有稳定的特征值。

因此，可以将控制目标视为迫使” 扰动”ηE 趋近于零。
为了设计 ηE 的控制律，我们必须首先建立其动态特性。从式(??)，ηE 关于时间的

导数为

η̇E = M̄−1(q)u̇L − u̇L (7.111)

为了获得 ηE 的动态特性，我们从式(??)代入 İ 到式(??)得到

η̇E = J−1KT I − u̇L (7.112)

我们现在可以使用式(??)设计输入 uE 的控制律以迫使 ηE 趋近于零。ηE 应该趋近

于零的事实推动了校正控制律

uE = LaK
−1
T J(üL +KEpηE) +K−1

T JR(q̇, I) + uL (7.113)

其中 KEp 定义为 n× n 正定对角矩阵。将式(??)代入式(??)得到

η̇E = −KEpηE (7.114)

式(??)和(??)给出的动力学方程可以被认为是代表整体闭环动力学的两个相互连接
的子系统。如人们所期望的，确定整体闭环系统的稳定性类型将是可取的。为了确定

式(??)和(??)的稳定性类型，我们将利用 Lyapunov 函数

V = xT0 PLx0 + ηTEPEηE (7.115)

其中

PL =
1

2

[
KLp +

1
2
KLv

1
2
In×n

1
2
In×n In×n

]
, PE =

1

2
J

如果满足

λmin{KLv} > 1 (7.116)

给出的充分条件，则由 Gerschgorin 定理（见第 2 章），很明显 PL 是正定矩阵，因此 V

是 Lyapunov 函数。式(??)给出的条件简单地意味着最小速度控制器增益应大于 1。
对式(??)关于时间求导得到

V̇ = ẋT0 PLx0 + xT0 PLẋ0 + η̇TEPEηE + ηTEPE η̇E (7.117)

将式(??)和(??)代入式(??)得到

V̇ = −xT0QLx0 − ηTEQEηE + 2xT0 PLBηE (7.118)

其中

QL = −[AT
LPL + PLAL], QE = KEpJ
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注意，如果式(??)给出的充分条件成立，很明显式(??)中的矩阵 QL 是正定的。利

用 QL 是正定的事实使我们能够在式(??)中给出的 V̇ 上放置上界。这个上界由

V̇ ≤ −λmin{QL}∥x0∥2 − λmin{QE}∥ηE∥2 + 2∥PLB∥∥x0∥∥ηE∥ (7.119)

给出其中

∥PLB∥ ≤ 1

2
√
m1

其中 m1 在式(??)中定义。
为了确定渐近稳定性的控制器增益的充分条件，我们将式(??)写成矩阵形式

V̇ ≤ −
[
∥x0∥ ∥ηE∥

]
Q

[
∥x0∥
∥ηE∥

]
(7.120)

其中

Q =

[
λmin{QL} − 1

2
√
m1

− 1
2
√
m1

λmin{QE}

]
由 Gerschgorin 定理，如果满足

λmin{QE} >
1

2
√
m1

(7.121)

给出的充分条件，则式(??)中定义的矩阵 Q 将为正定。因此，如果控制器增益满足

式(??)和(??)给出的条件，我们可以使用标准 Lyapunov 稳定性论证（见第 2 章）来说
明式(??)中定义的向量 x0，因此 ∥e∥、ė 和 ë 都是渐近稳定的。很容易表明，如果满足

λmin{KEp} >
1

m1

(7.122)

给出的充分条件，式(??)和(??)给出的条件总是满足的。
应该注意的是，式(??)给出的控制取决于 u̇L、üL 和 I 的测量。起初人们可能会想

说这个控制器需要测量 q̈ 和 I；然而，由于我们假设精确知道式(??)和(??)给出的动力
学模型，我们可以使用这些信息来消除测量 q̈ 的需要。也就是说，通过对式(??)关于时
间求导，u̇L 可以写成

u̇L = ˙̄M(q)(q̈d +KLvė+KLpe) + M̄(q)(
...
q d +KLvë+KLpė) + Ṅ(q, q̇) (7.123)

其中 q̈ 从式(??)中找到为
q̈ = M̄−1(q)[KT I −N(q, q̇)]

在式(??)中代入 q̈ 后，u̇L 将仅取决于 q、q̇ 和 I 的测量。在控制输入 uE 处实现的

实际控制可以通过进行适当的代入找到。也就是说，式(??)给出的校正控制可以写成

uE = LaK
−1
T J(üL +KEpηE) +K−1

T JR(q̇, I) + uL (7.124)
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其中 u̇L 将由式(??)给出。
在仔细检查式(??)中给出的 u̇L 和 üL 的函数依赖性后，现在很明显为什么我们假设

期望轨迹和连杆动力学足够平滑。具体而言，从式(??)我们可以看到，校正控制器需要
期望轨迹的第一、第二和第三时间导数有界，同时需要连杆动力学的第一导数存在。对

期望轨迹和连杆动力学的这些假设确保控制输入保持有界。

上面推导的校正控制器总结在表 7.4.1中，并在图 7.4.1中描绘。我们现在提出一个
示例来说明如何使用表 7.4.1 为 RLED 机器人设计校正控制器。
示例 7.4–1：单连杆 RLED 机械臂的校正控制器
我们希望使用表 7.4.1 为图 7.4.2 中给出的单连杆电机驱动机器人臂设计和仿真校

正控制器。系统的动力学采用

m̄q̈ + fdq̇ +mgL sin q = KT I (7.125)

和

Laİ +RI + kbq̇ = uE (7.126)

其中 m = 1kg，KT = 2 N/A，kb = 0.3 V-S，fd = 3 kg-m/s，L = 1 m，La = 0.1 H，
R = 5 Ω，g 是重力系数，J = 0.2 kg-m2，I 是电机电流，uE 是电机输入电压。

假设式 (1) 和 (2) 给出的模型精确知道，我们可以使用表 7.4.1 来制定校正控制器

uE =
La

KT

(üL +KEpηE) +
R

KT

(u̇L − uL) +
kb
KT

q̇ + uL (7.127)

其中

uL = m̄(q̈d +KLvė+KLpe) + fdq̇ +mgL sin q (7.128)

其中 üL 从式 (1) 中找到为
üL =

1

m̄
(üL +KEpηE) (7.129)

校正控制器在以下条件下进行了仿真：控制参数、初始条件和期望轨迹由

KLp = KLv = KEp = 5, q(0) = q̇(0) = I(0) = 0

和

qd = sin t

给出

跟踪误差和控制电压在图 7.4.3 中描绘。如图所示，跟踪误差是渐近稳定的。

关节柔性

在本小节中，我们说明了如何合成” 校正” 控制器，以确保尽管驱动或齿轮会增加
整体系统动力学的关节柔性，连杆跟踪也是渐近的。” 校正控制器” 一词用于强调控制
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器校正用于表示关节柔性效应的动力学。本小节中研究的机器人类将被称为刚连杆柔性

关节（RLFJ）机器人。
RLFJ 机器人的模型 [Spong 1987] 采用

q̈ = M̄−1(q)[K(qm − q)−N(q, q̇)] (7.130)

q̈m = J−1[uF − Bm(qm, q̇m)−K(qm − q)] (7.131)

其中

M̄(q) =M(q) + J, Bm(qm, q̇m) = Fmq̇m (7.132)

qm(t)是表示电机位移的 n×1向量，K 是常数、对角、正定 n×n关节柔性矩阵，N(q, q̇)

是表示电机阻尼和柔性效应的 n × 1 向量，uF (t) 是用于表示输入扭矩的 n × 1 控制向

量，所有其他量如前一子节中定义。关于式(??)中给出的刚连杆模型，我们从第 3 章注
意到，对于任何 n× 1 向量 x

1

m1

≤ ∥M̄−1(q)∥i2 ≤
1

m2

(7.133)

其中 m1 是正的标量常数。

如前一子节，我们对式(??)中定义的连杆跟踪误差的性能感兴趣。对于 RLFJ 机器
人的控制，我们将假设 qd 及其第一、第二、第三和第四导数都是作为时间函数有界的。

我们还假设式(??)左侧连杆动力学的第一和第二导数存在。对期望轨迹和连杆动力学的
这些” 平滑性” 假设确保稍后开发的控制器保持有界。

遵循前面各节给出的相同分析开发，我们用式(??)给出的跟踪误差将式(??)写成状
态空间形式

ė = A0e+B(uL −K(qm − q)) (7.134)

其中 A0、e 和 B 如式(??)中定义。同样，由于式(??)中没有控制输入；我们在式(??)的
右侧添加和减去项 BM̄−1(q)uL 得到

ė = ALe+BM̄−1(q)ηF (7.135)

其中 uL 再次用于表示虚构的 n× 1 控制输入。如前所述，虚构控制器 uL 将嵌入在整体

控制策略中，该策略设计在控制输入 uF 处。

继续误差系统开发，我们为 RLFJ 机器人定义 uL 为计算扭矩控制器

uL = M̄(q)(q̈d +KLvė+KLpe) +N(q, q̇) (7.136)

其中 KLv 和 KLp 如式(??)中定义。将式(??)代入式(??)得到连杆跟踪误差系统

ė = ALe+BηF (7.137)
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其中 AL 如式(??)中定义，

ηF = M̄−1(q)(uL −K(qm − q)) (7.138)

以式(??)中给出的方式定义 ηF 的原因在于式(??)中给出的动力学是二阶动力学。也
就是说，由于执行器动力学是二阶的，我们迫使 ηF 及其导数（即 η̇F）为零以确保连杆

跟踪误差 e 趋近于零。

为了设计 ηF 的控制律，我们必须首先建立其动态特性。从式(??)，ηF 的导数为

η̇F = M̄−1(q)(u̇L −K(q̇m − q̇)) + ˙̄M−1(q)(uL −K(qm − q)) (7.139)

为了获得 ηF 的动态特性，我们从式(??)代入 q̈m 到式(??)得到

η̇F = M̄−1(q)u̇L − M̄−1(q)KJ−1[uF −Bm(qm, q̇m)] + M̄−1(q)K(qm − q) + ˙̄M−1(q)M̄(q)ηF

(7.140)
我们现在可以使用式(??)设计输入 uF 的控制律以迫使 ηF 趋近于零。ηF 应该趋近

于零的事实推动了控制律

uF = JM̄−1(q)[u̇L +KFvηF + M̄(q)KFpηF + ˙̄M−1(q)M̄(q)ηF ] + Bm(qm, q̇m) (7.141)

其中 KFv 和 KFp 定义为 n× n 正定对角矩阵。将式(??)代入式(??)得到

η̇F = −KFvηF −KFpηF (7.142)

其中

ηF = M̄−1(q)(uL −K(qm − q))

式(??)和(??)给出的动力学方程可以被认为是代表整体闭环动力学的两个相互连接
的子系统。为了确定闭环动力学的稳定性类型，我们将利用 Lyapunov 函数

V = xT1 PLx1 + ηTFPFηF (7.143)

其中 PL 在式(??)中定义且
PF =

1

2
KJ

如果满足

λmin{KLv} > 1 +
1

λmin{KFp}
(7.144)

给出的充分条件，则由 Gerschgorin 定理很明显式(??)中的矩阵 PL 和 PF 是正定矩阵，

因此 V 是 Lyapunov 函数。
对式(??)关于时间求导得到

V̇ = ẋT1 PLx1 + xT1 PLẋ1 + η̇TFPFηF + ηTFPF η̇F (7.145)
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将式(??)和(??)代入式(??)得到

V̇ = −xT1QLx1 − ηTFQFηF + 2xT1 PLBηF (7.146)

其中 QL 在式(??)中定义且

QF = KFvKJ +KFpKJ (7.147)

注意，如果式(??)给出的充分条件成立，很明显式(??)中的矩阵 QL 和 QF 是正定

矩阵。利用 QL 和 QF 是正定的事实使我们能够在式(??)中给出的 V̇ 上放置上界。这个

上界由

V̇ ≤ −λmin{QL}∥x1∥2 − λmin{QF}∥ηF∥2 +
1

√
m1

∥x1∥∥ηF∥ (7.148)

给出其中

m1 = λmin{M̄(q)}

其中 m1 在式(??)中定义。
为了确定渐近稳定性的控制器增益的充分条件，我们将式(??)写成矩阵形式

V̇ ≤ −
[
∥x1∥ ∥ηF∥

]
Q

[
∥x1∥
∥ηF∥

]
(7.149)

其中

Q =

[
λmin{QL} − 1

2
√
m1

− 1
2
√
m1

λmin{QF}

]
由 Gerschgorin 定理，如果满足

λmin{QF} >
1

4m1

(7.150)

给出的充分条件，则式(??)中定义的矩阵 Q 将为正定。因此，如果控制器增益满足

式(??)和(??)给出的条件，我们可以使用标准 Lyapunov 稳定性论证来说明式(??)中定
义的向量 x1，因此 ∥e∥、ė 和 ë 都是渐近稳定的。很容易表明，如果满足

λmin{KFp} >
1

m1

(7.151)

给出的充分条件，式(??)和(??)给出的条件总是满足的。
应该注意的是，式(??)给出的校正控制器取决于 u̇L、üL 和 q̇m 的测量。同样，似乎

这个控制需要测量 q̈ 及其导数；然而，由于我们假设精确知道动力学模型，我们可以使

用这些信息来消除测量 q̈ 及其导数的需要。也就是说，u̇L 可以写成

u̇L = ˙̄M(q)(q̈d +KLvė+KLpe) + M̄(q)(
...
q d +KLvë+KLpė) + Ṅ(q, q̇) (7.152)
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其中 q̈ 从式(??)中找到为

q̈ = M̄−1(q)[K(qm − q)−N(q, q̇)] (7.153)

将式(??)代入式(??)，我们看到 uL 可以作为 q、q̇、qm 和 t 的函数写出（即 t），因

为期望轨迹可以明确地写成时间的函数。我们可以使用以下方程阐述这种函数依赖性

uL = f(q, q̇, qm, t) (7.154)

其中 f(·) 是式(??)右侧给出的 n× 1 向量。我们可以通过对式(??)关于时间求导获得 üL

的函数依赖性

üL = ḟ(q, q̇, qm, q̇m, t) (7.155)

其中 ḟ(·)是 n×1向量。注意式(??)可以再次用于消除测量 q̈的需要；因此，式(??)和(??)中
给出的 u̇L 和 üL 的表达式仅取决于 q、q̇、qm 和 q̇m 的测量。在控制输入 uF 处实现的

实际控制可以通过进行适当的代入找到。也就是说，式(??)给出的校正控制可以写成

uF = JM̄−1(q)[u̇L +KFvηF + M̄(q)KFpηF + ˙̄M−1(q)M̄(q)ηF ] + Bm(qm, q̇m) (7.156)

其中 u̇L 和 üL 将分别由式(??)和(??)给出。
在仔细检查式(??)和(??)中给出的 u̇L 和 üL 的函数依赖性后，很明显为什么我们假

设期望轨迹和连杆动力学足够平滑。具体而言，从式(??)和(??)我们可以看到，式(??)中
给出的校正控制器将需要期望轨迹的第一、第二、第三和第四时间导数有界，同时需要

连杆动力学的第一和第二导数存在。对期望轨迹和连杆动力学的这些假设确保控制输入

保持有界。

上面推导的校正控制器总结在表 7.4.2中，并在图 7.4.4中描绘。我们现在提出一个
示例来说明如何使用表 7.4.2 为 RLFJ 机器人设计校正控制器。

示例 7.4–2：单连杆 RLFJ 机械臂的校正控制器
我们希望使用表 7.4.2 为图 7.4.5 中给出的单连杆柔性关节机器人臂设计和仿真校

正控制器。系统的动力学采用

m̄q̈ + fdq̇ +mgL sin q = K(qm − q) (7.157)

和

Jq̈m +Bq̇m +K(qm − q) = uF (7.158)

其中 m = 1 kg，K = 10 N，B = 5 kg-m/s，fd = 3 kg-m/s，L = 1 m，g 是重力系数，
J = 0.2 kg-m2，qm 是以弧度测量的电机位移，uF 是输入扭矩。

假设式 (1) 和 (2) 给出的模型精确知道，我们可以使用表 7.4.2 来制定校正控制器

uF = Jm̄−1[üL +KFvηF + m̄KFpηF ] + Bq̇m (7.159)
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其中

ηF = m̄−1(uL −K(qm − q)) (7.160)

其中 u̇L 从式 (1) 中找到为

u̇L = m̄(
...
q d +KLvë+KLpė) + fdq̈ +mgL cos q · q̇ (7.161)

q̈ 从式 (1) 中找到为
q̈ =

1

m̄
[K(qm − q)− fdq̇ −mgL sin q] (7.162)

为获得式 (3) 中给出的 üL 的表达式，我们将式 (5) 代入式 (4) 得到

u̇L = m̄(
...
q d +KLvë+KLpė) + fd

1

m̄
[K(qm − q)− fdq̇−mgL sin q] +mgL cos q · q̇ (7.163)

对式 (6) 关于时间求导得到

üL = m̄(q
(4)
d +KLv

...
e +KLpë) + fdq̈ +mgL(cos q · q̈ − sin q · q̇2) (7.164)

其中 q̈ 从式 (5) 中找到。
校正控制器在以下条件下进行了仿真：控制参数、初始条件和期望轨迹由

KLp = KLv = 5, KFp = KFv = 10

和

qd = sin t, q(0) = q̇(0) = qm(0) = q̇m(0) = 0

给出

跟踪误差和控制扭矩在图 7.4.6 中描绘。如图所示，跟踪误差是渐近稳定的。

7.5 总结

在本章中，给出了机器人机械臂控制的几种更先进控制技术的描述。本章的意图是

研究减少在线计算的控制器和补偿执行器动力学的控制器。一些当前的研究问题涉及力

控制器与高级运动控制器的集成以及相应的数字实现。
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习题
第 7.2 节

7.2–1 如果滤波跟踪误差定义为
r = ė+ Λe

其中 Λ 是正定对角矩阵，说明如何修改 DCAL 稳定性分析。

7.2–2 为第 3 章中给出的二连杆极坐标机器人臂设计和仿真表 7.2.1 中给出的 DCAL 控
制器。（忽略该机器人有棱柱形连杆的事实。）

7.2–3 DCAL 稳定性分析（以及因此控制器本身）能否修改为考虑问题 7.2–2 中给出的
棱柱形连杆机器人？如果可以，说明如何修改。
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7.2–4 如果学习项 ûd(t) 被迫保持在先验界限内

ûdmin ≤ ûdi(t) ≤ ûdmax

其中下标 i 用于表示 n × 1 向量 ûd(t) 的第 i 个分量，ûdmin、ûdmax 是标量常数，

说明如何修改 RCL 稳定性分析以表明速度跟踪误差是渐近稳定的。

7.2–5 为第 3 章中给出的二连杆极坐标机器人臂设计和仿真表 7.2.2 中给出的 RCL 控制
器。（忽略该机器人有棱柱形连杆的事实。）

7.2–6 RCL 稳定性分析（以及因此控制器本身）能否修改为考虑问题 7.2–5 中给出的棱
柱形连杆机器人？如果可以，说明如何修改。

第 7.3 节

7.3–1 为第 3 章中给出的二连杆极坐标机器人臂设计和仿真表 7.3.1 中给出的自适应鲁
棒控制器。（忽略该机器人有棱柱形连杆的事实。）

7.3–2 自适应鲁棒控制器稳定性分析（以及因此控制器本身）能否修改为考虑问题 7.3–1
中给出的棱柱形连杆？如果可以，说明如何修改。

7.3–3 说明如何使用 Barbalat 引理（见第 2 章）修改自适应鲁棒控制器的稳定性分析以
保证速度跟踪误差也是渐近稳定的。

第 7.4 节

7.4–1 对于常数、对称、正定、n× n 矩阵 A，表明

(a) ∥A∥i2 = λmax{A}

(b) λmin{A−1} = 1
λmax{A}

7.4–2 为第 3 章中给出的二连杆旋转机器人臂设计和仿真表 7.4.1 中给出的 RLED 校正
控制器。假设两个电机都可以建模为示例 7.4–1 中给出的电机。

7.4–3 对于常数、对称、正定、n× n 矩阵 A，表明

A−1 =

[
On×n In×n

−A21 −A22

]

其中 On×n 是 n× n 零矩阵。

7.4–4 为第 3 章中给出的二连杆旋转机器人臂设计和仿真表 7.4.2 中给出的 RLFJ 校正
控制器。假设两个关节都可以建模为类似于示例 7.4–2 中给出的关节。
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Chapter 8

机器人的神经网络控制

本章给出了使用神经网络进行控制器设计的框架。这些结构具有通用逼近性质，使其能

够在未知系统的反馈控制中使用，而无需系统参数线性化的要求或寻找回归矩阵。本章

给出了能够保证闭环稳定性和有界权重的反馈控制拓扑结构和权重调整算法。

8.1 引言

近年来，在设计模仿生物系统功能的反馈控制系统方面进行了大量工作 [?, ?]。最
近人们对” 通用无模型控制器” 产生了极大兴趣，这种控制器不需要被控对象的数学模
型，而是模仿生物过程的功能，在线学习它们正在控制的系统，从而自动提高性能。相

关技术包括模糊逻辑控制——它模仿语言和推理功能，以及人工神经网络——它基于相

互连接节点的生物神经元结构。神经网络（NN）在分类、模式识别以及数字信号处理和
其他领域的开环应用方面取得了巨大成功。严格的分析已经展示了如何选择神经网络拓

扑结构和权重，例如，用于区分指定的示例模式。到目前为止，神经网络在开环应用中

的理论和应用已经得到了很好的理解，因此神经网络已成为信号处理人员和计算机科学

家工具库中的重要工具。

关于使用神经网络对未知对象进行反馈控制，已有大量文献。直到 20 世纪 90 年
代，设计和分析技术都是临时性的，没有可重复的设计算法或稳定性和保证性能的证

明。尽管如此，文献中出现的仿真结果仍显示了良好的性能。大多数早期方法使用标准

的反向传播权重调整 [?]，因为当时适用于闭环控制目的的严格调整算法推导尚不可用。
许多神经网络设计技术模仿自适应控制方法，而自适应控制方法已有严格的分析结果可

用 [?, ?, ?]，提出了基于间接辨识的控制、逆动力学控制、串并联技术等神经网络反馈
控制拓扑结构。

按照 Maxwell、Lyapunov、A.N.Whitehead、von Bertalanffy 等人从事控制系统理
论研究的哲学，要解决这些问题，必须从被控系统的已有知识开始。Narendra [?, ?] 和
其他人 [?, ?, ?] 通过研究闭环系统中神经网络的动力学行为，包括计算反向传播调整所
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需的梯度，开创了严格的神经网络控制应用。其他为闭环神经网络控制器提供严格分析

和设计技术的团队包括：[?] 展示了如何在反馈控制中使用径向基函数神经网络；[?, ?]
提供了基于死区方法的神经网络调整算法；[?, ?] 使用了投影方法；[?, ?] 使用了 e-mod
方法；[?] 为离散时间系统提供了神经网络控制器；[?] 使用动态神经网络进行反馈控制。

本章给出了一种基于几篇博士论文和一系列已发表工作的神经网络控制器设计和

分析方法，包括 [?, ?]。这里讨论的控制结构是多环控制器，其中一些环路包含神经网
络，外部是跟踪单位增益 PD 环路。有可重复的设计算法和系统性能保证，包括小跟踪
误差和有界神经网络权重。研究表明，随着对被控系统不确定性的增加或性能要求的提

高，神经网络控制器需要越来越多的结构。更深入的阐述见于 [?]，其中还展示了与模糊
逻辑系统的关系。

8.2 神经网络背景

本节提供了反馈控制所需的神经网络结构背景知识。更多细节请参见 [?, ?, ?]。使
神经网络对反馈控制有用的两个关键特征是其通用逼近性质和学习能力，后者源于其权

重是可调参数，可以更新以提高控制器性能。通用逼近性质是使非线性网络结构比自适

应机器人控制器更适合机器人控制的主要特征，后者通常依赖于确定回归矩阵，而这又

要求可调参数线性化（LIP）。

8.2.1 多层神经网络

一个多层神经网络如图 8.2.1 所示。该神经网络有两层可调权重，这里称为” 两层”
网络。该神经网络没有内部反馈连接，因此称为前馈网络；没有内部动态，因此称为静

态网络。神经网络输出 y 是一个具有 m 个分量的向量，由回忆方程根据具有 n 个分量

的输入向量 x 确定：

yi =
L∑

j=1

wijσ

(
n∑

k=1

vjkxk + v̄j

)
+ w̄i, i = 1, . . . ,m (8.1)

其中 σ(·) 是激活函数，L 是隐层神经元数量。第一层互联权重用 vjk 表示，第二层互联

权重用 wij 表示。阈值偏移用 v̄j、w̄i 表示。

有许多不同的激活函数 σ(·)在广泛使用。对于使用多层神经网络的反馈控制，要求
σ(·) 足够光滑，使得至少其一阶导数存在。合适的选择包括 sigmoid 函数

σ(z) =
1

1 + e−z
(8.2)

双曲正切函数

σ(z) =
ez − e−z

ez + e−z
(8.3)

以及其他逻辑曲线型函数，还有高斯函数和其他各种函数。
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通过将所有神经网络权重 vjk、wij 收集到权重矩阵 V T、W T 中，神经网络回忆方

程可以用向量形式写成：

y = W Tσ(V Tx) (8.4)

阈值包含在权重矩阵 W T、V T 的第一列中；为了适应这一点，向量 x 和 σ(·) 需要通
过在前面放置一个”1” 来增广（例如 x = [1, x1, x2, . . . , xn]

T）。在这个方程中，为了表示

式 (??)，如果 σ(·) 取为从 RL 到 RL 的对角函数，即对于向量 z = [z1, z2, . . . , zL]
T ∈ RL

有 σ(z) = diag{σ(zj)}，则具有足够的通用性。
注意，回忆方程在第一层权重和阈值 V 方面是非线性的。

通用函数逼近性质。神经网络满足许多重要性质。对于反馈控制目的而言，主要关
注的是通用函数逼近性质 [?]。设 f(x) 是一个从 Rn 到 Rm 的一般光滑函数。那么可以

证明，只要 x 被限制在 Rn 的紧集 S 内，就存在权重和阈值，使得

f(x) = W Tσ(V Tx) + ε (8.5)

对于一定数量的隐层神经元 L。这对于一大类激活函数都成立，包括刚才提到的那些。

值 ε 称为神经网络函数逼近误差，它通常随着网络规模 L 的增加而减小。事实上，对

于任何选择的正数 εM，可以找到前馈神经网络使得

∥ε∥ < εM (8.6)

对于 S 中所有 x。为给定精度 εM 选择网络规模 L 的问题对于一般无结构全连接神经

网络仍是一个开放问题。对于 CMAC、FL 网络和其他结构化非线性网络，这个问题可
以随后解决。

最佳逼近给定非线性函数 f(x) 的理想神经网络权重矩阵 W、V 难以确定。事实

上，它们甚至可能不唯一。然而，对于控制目的，人们只需要知道，对于指定的 εM 值，

存在某些理想逼近神经网络权重。然后，可以用下式给出 f(x) 的估计

f̂(x) = Ŵ Tσ(V̂ Tx) (8.7)

其中 Ŵ、V̂ 是理想神经网络权重的估计，由随后详细介绍的在线权重调整算法提供。

注意，所有” 带帽” 量都是已知的，因为它们可以用可测量信号和当前神经网络权重估
计来计算。

存在使逼近性质成立的理想权重的假设非常类似于自适应控制中的各种类似假

设 [?, ?]，包括 Erzberger 假设和参数线性化。非常重要的区别在于，在神经网络情
况下，通用逼近性质总是成立的，而在自适应控制中，这些假设在实践中往往不成立，

因此它们意味着对被控系统形式的限制。

注：读者可以通过交互式可视化工具观察神经网络学习非线性函数的过程，
理解隐藏层神经元数量、学习率对逼近精度的影响。

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Neural_Network_Control.html
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克服 NLIP 问题。多层神经网络在权重 V 方面是非线性的，因此产生保证闭环反

馈系统中稳定性和有界权重的权重调整算法直到几年前才被发现。如果采取正确和严格

的方法，NLIP 问题很容易克服。一种方法是以下对泰勒级数的适当使用 [?]。
定义函数估计误差

f̃ = f − f̂ = f − Ŵ Tσ(V̂ Tx) (8.8)

权重估计误差

W̃ = W − Ŵ , Ṽ = V − V̂ (8.9)

和隐层输出误差

σ̃ = σ − σ̂ = σ(V Tx)− σ(V̂ Tx) (8.10)

对于任何 z，可以写出泰勒级数

σ(z) = σ(ẑ) + σ′(ẑ)z̃ +O(z̃)2 (8.11)

其中 σ′ 是雅可比矩阵，最后一项表示 z̃2 阶的项。因此

σ̃ = σ′(V̂ Tx)Ṽ Tx+O(Ṽ Tx)2 (8.12)

这个关键方程允许将函数估计误差写成

f̃ = W̃ T
[
σ̂ − σ̂′V̂ Tx

]
+ Ŵ T σ̂′Ṽ Tx+ w (8.13)

其中 w 包含高阶项。第一项有 W̃ 乘以已知量（方括号内），第二项有 Ṽ 乘以已知量。

当随后在闭环误差动力学中使用时，这种形式允许导出保证闭环稳定性的 V 和 W 的

调整律。

8.2.2 线性参数神经网络

如果式 (??)中的第一层权重和阈值 V 固定，只调整第二层权重和阈值W，那么神

经网络只有一层可调权重。可以定义固定函数 ϕ(x) = σ(V Tx)，使得这种单层神经网络

具有回忆方程

y = W Tϕ(x) (8.14)

其中 ϕ(·) : Rn → RL，L 是隐层神经元数量。该神经网络在可调参数W 方面是线性的，

因此更容易调整。事实上，可以使用标准的自适应控制证明来导出合适的调整算法。

虽然是 LIP，但这些神经网络相比要求确定回归矩阵的标准自适应控制方法仍有巨
大优势，因为如果正确选择 ϕ(·) 函数，它们满足通用逼近性质。注意，自适应控制器在
系统参数方面是线性的，而单层神经网络在神经网络权重方面是线性的。单层神经网络

相比双层神经网络的一个优势是，对于前者存在关于为指定逼近精度选择隐层神经元数

量 L 的确定结果。LIP 网络的一个缺点是 Barron [?] 已经证明了逼近精度的下界。
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功能连接基神经网络。如果 σ(·) 不是对角矩阵，而是允许 ϕ(·) 是从 Rn 到 RL 的一

般函数，则获得更大的通用性。这称为功能连接神经网络（FLNN） [?]。对于 LIP 神经
网络，函数逼近性质通常不成立。然而，只要将激活函数 ϕ(·) 选择为基，单层神经网络
仍然可以逼近函数，基必须在 Rn 的紧单连通集 S 上满足以下两个要求：

1. S 上的常数函数可以表示为式 (??)的形式，对于有限数量 L 的隐层神经元。

2. 式 (??)的函数值域在从 S 到 Rm 的连续函数空间中是稠密的，对于可数 L。

如果 ϕ(·) 提供基，那么从 Rn 到 Rm 的光滑函数 f(x) 可以在 Rn 的紧集 S 上逼近

为

f(x) = W Tϕ(x) + ε (8.15)

对于某些理想权重和阈值 W 和某些隐层神经元数量 L。事实上，对于任何选择的正数

εM，可以找到前馈神经网络使得 ∥ε∥ < εM 对于 S 中所有 x。

f(x) 的逼近由下式给出

f̂(x) = Ŵ Tϕ(x) (8.16)

其中 Ŵ 是由调整算法给出的神经网络权重和阈值估计。对于 LIP 神经网络，函数估计
误差由下式给出

f̃ = W̃ Tϕ(x) + ε (8.17)

当随后在误差动力学中使用时，这直接产生了保证闭环稳定性的W 的调整算法。

Barron [?] 已经证明，对于所有 LIP 逼近器存在一个基本下界，因此 ε 被 1/L2/n

阶的项下界所限制。因此，随着神经网络输入 n 的增加，增加 L 以提高逼近精度变得

不那么有效。如下所示，这对于使用单层神经网络设计的自适应控制器不是一个主要限

制。这个下界问题在 NLIP 多层非线性网络中不存在。
我们经常用 σ(·) 代替 ϕ(·)，理解对于 LIP 网络，这个激活函数向量不是对角矩阵，

而是从 RL 到 RL 的一般函数。

高斯或径向基函数（RBF）网络。在各种结构化非线性网络中，包括径向基函数、
CMAC 和模糊逻辑网络，激活函数基集的选择大大简化。这里将展示这种结构化非线
性网络设计的关键在于比标准方程 (??)中允许的更一般的神经网络阈值集，以及它们的
适当选择。

常用的神经网络激活函数是高斯或径向基函数（RBF） [?]，当 x 为标量时由下式

给出

σ(x) = exp
(
−(x− x̄)2

2p

)
(8.18)

其中 x̄是均值，p是方差。RBF神经网络可以写成式 (??)的形式，但相比通常的 sigmoid
神经网络有一个优势，即 n维高斯函数从概率论、卡尔曼滤波和其他地方得到了很好的

理解，因此 n 维 RBF 易于概念化。
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第 j 个激活函数可以写成

σj(x) = exp
[
−(x− x̄j)

TP−1
j (x− x̄j)

]
(8.19)

其中 Pj = diag{pjk}。定义激活函数向量为 σ(x) ≡ [σ1(x), σ2(x), . . . , σL(x)]
T。如果协

方差矩阵是对角的，使得 Pj = diag{pjk}，那么式 (??)变为可分离的，可以分解为分量
形式

σj(x) =
n∏

k=1

exp
[
−(xk − x̄jk)

2

2pjk

]
=

n∏
k=1

σjk(xk) (8.20)

其中 σjk(xk) 是 σj(x) 的第 k 个分量。因此，n 维激活函数是 n 个标量函数的乘积。注

意，这个方程具有式 (??)中激活函数的形式，但有更一般的阈值，因为在每个隐层神
经元 j 处，x 的每个不同分量都需要一个阈值；即图 8.2.1 中每个隐层神经元的阈值是
一个向量。RBF 方差 pjk 和偏移 x̄jk 通常在 RBF 神经网络设计中选择并固定；通常
只调整输出层权重 W T。因此，RBF 神经网络是一种特殊的 FLNN（式 (??)）（其中
ϕ(x) = σ(x)）。

图 8.2.2 显示了 x ∈ R2 情况下的可分离高斯函数。在这个图中，所有方差 pjk 相

同，均值 x̄jk 以特殊方式选择，在 2 维网格的节点点上间隔激活函数。为了形成在区域
{−1 < x1 ≤ 1,−1 < x2 ≤ 1} 上逼近函数的 RBF 神经网络，这里选择 L = 5 × 5 = 25

个隐层神经元，沿 x1 有 5 个单元，沿 x2 有 5 个单元。其中九个神经元具有 2 维高斯
激活函数，而沿边界的需要图示的” 单侧” 激活函数。

8.3 使用静态神经网络的跟踪控制

本节讨论使用非线性网络和假设全状态变量反馈的反馈跟踪控制设计。更多细节请

参见 [?] 和其他列出的参考文献。如果全状态反馈可用，则静态前馈神经网络足以进行
控制。这里提供了保证闭环稳定性和有界权重的控制拓扑和网络调整算法。所讨论的技

术适用于一般非线性网络，包括神经网络和模糊逻辑系统 [?, ?]，因此缩写 NN 此后可
理解为指” 非线性网络”。所得的多环控制拓扑具有外部 PD 跟踪环路和内部神经网络
反馈线性化或动作生成环路。发现反向传播调整通常不够，需要修改的调整算法来保证

闭环性能。

许多工业机械系统以及汽车、飞机和航天器具有拉格朗日形式的动力学，其典型代

表是刚性机器人系统。因此，将考虑拉格朗日机器人动力学 [?, ?]。这里介绍的神经网
络控制技术也可应用于其他未知系统，包括某些重要的非线性系统类别 [?]。

8.3.1 机器人手臂动力学和误差系统

刚性拉格朗日系统的动力学，包括机器人手臂，具有一些重要的物理、结构和无源

性性质 [?, ?, ?, ?]，使得在其控制中使用神经网络非常自然。在设计任何控制器时都应
考虑这些性质——事实上，它们为神经网络控制器的严格设计算法提供了基础。
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n 连杆刚性（即无柔性连杆或高频关节/电机动力学）机器人操作臂的动力学可以
用拉格朗日形式表示为

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) + τd = τ (8.21)

其中 q(t) ∈ Rn 是关节变量向量，其元素是机器人手臂关节角度或连杆伸长。M(q) 是

惯性矩阵，Vm(q, q̇) 是科里奥利/向心矩阵，G(q) 是重力向量，F (q̇) 是摩擦力。有界的
未知扰动（包括例如非结构化未建模动力学）用 τd 表示，控制输入力矩是 τ (t)。机器

人动力学具有以下标准性质：

性质 1：M(q) 是正定对称矩阵，有界于 m1I ≤ M(q) ≤ m2I，其中 m1、m2 是正

常数。

性质 2：矩阵 Vm(q, q̇) 的范数被 vb(∥q∥)∥q̇∥ 所限制，对于某个函数 vb(q)。

性质 3：矩阵 Ṁ − 2Vm 是斜对称的。这等价于内部力不做功的事实。

性质 4：未知扰动满足 ∥τd∥ ≤ dB，其中 dB 是正常数。

给定期望的手臂轨迹 qd(t) ∈ Rn，跟踪误差为

e(t) = qd(t)− q(t) (8.22)

滤波跟踪误差为

r(t) = ė(t) +Λe(t) (8.23)

其中 Λ 是对称正定设计参数矩阵，通常选择为对角矩阵。如果找到控制器使得 r(t) 有

界，则 e(t) 也有界；事实上 ∥e∥ ≤ ∥r∥
σmin(Λ)

，其中 σmin(Λ) 是 Λ 的最小奇异值。

对 r(t) 求导并使用式 (??)，可以用滤波跟踪误差的形式写出手臂动力学

M ṙ = −Vmr − τ + f(x) (8.24)

其中非线性机器人函数为

f(x) =M(q) (q̈d +Λė) + Vm(q, q̇) (q̇d +Λe) +G(q) + F (q̇) (8.25)

计算 f(x) 所需的向量 x 可以定义为，例如

x =
[
eT ėT qT

d q̇T
d q̈T

d

]T
(8.26)

这是可测量的。函数 f(x) 包含潜在未知的机器人参数，包括负载质量和复杂的摩擦形

式。

用于轨迹跟踪的合适控制输入由计算力矩型控制给出

τ = f̂(x) +Kvr − v(t) (8.27)
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其中 Kv 是增益矩阵，通常选择为对角矩阵，f̂(x)是由某种方式提供的机器人函数 f(x)

的估计。鲁棒化信号 v(t)需要补偿未建模非结构化扰动。使用这个控制，闭环误差动力

学为

M ṙ = −(Vm +Kv)r + f̃ + τd + v (8.28)

在计算控制信号时，估计 f̂ 可以由几种技术提供，包括自适应控制或神经或模糊网

络。辅助控制信号 v(t) 可以由几种技术选择，包括滑模方法和其他鲁棒控制方法。

假设期望轨迹有界，使得 
qd

q̇d

q̈d

 ≤ qB (8.29)

其中 qB 是已知标量界。容易证明对于每个时刻 t，x(t) 被限制为

∥x∥ ≤ c0 + c1∥r∥+ c2∥r∥2 ≡ qB (8.30)

对于可计算的正常数 c0、c1、c2。

8.3.2 自适应控制

机器人学中的标准自适应控制技术 [?, ?, ?, ?]假设非线性机器人函数在可调参数方
面是线性的，使得

f(x) = W Tϕ(x) + ε (8.31)

其中W 是未知参数向量，ϕ(x) 是已知回归矩阵。控制选择为

τ = Ŵ Tϕ(x) +Kvr − v(t) (8.32)

并为参数估计 Ŵ 确定调整算法。这由 LIP 假设促进。如果逼近误差 ε 非零，则必须

修改调整算法以保证有界的参数估计。可以使用各种鲁棒化技术，包括 σ-mod [?]、e-
modification [?] 或死区技术 [?]。现在已经存在不需要 LIP 或确定回归矩阵的自适应控
制技术 [?]。将这些与这里将要讨论的神经网络控制器的复杂性进行比较是有趣的。

8.3.3 神经网络反馈跟踪控制器

神经网络将用于式 (??)中的控制 τ (t)，为未知机器人函数 f(x) 提供估计 f̂。神经

网络逼近性质保证总是存在神经网络能在给定精度 εN 内完成这一点。对于 2 层 NLIP
神经网络，逼近为

f(x) = W Tσ(V Tx) + ε (8.33)

而对于 1 层 LIP 神经网络，它是

f(x) = W Tϕ(x) + ε (8.34)
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其中 ϕ(·) 选择为基。

神经网络控制器的结构出现在图 8.3.1 中，其中 e ≡ [eT , ėT ]T。为 f(x) 提供估计

的神经网络出现在内部控制环路中，外部有 PD 项 Kvr 提供的跟踪环路。在控制理论

术语中，内部环路是反馈线性化控制器 [?]，而在计算机科学术语中，它是动作生成环
路 [?, ?, ?]。这种多环智能控制结构自然地从机器人控制概念中导出，不是临时性的。因
此，它不受关于合适神经网络控制拓扑的哲学讨论的影响，包括关于前馈与反馈、直接

versus 间接等的常见讨论。值得注意的是，图中的静态前馈神经网络通过在周围闭合反
馈环路变成了动态神经网络（参见 [?]）。

神经网络相比 LIP 自适应控制的优势。每个机器人系统都有其自己的回归矩阵，
因此必须为每个系统确定不同的 ϕ(x)。这个回归矩阵通常很复杂，确定它可能很耗时。

人们注意到，回归矩阵有效地为特定给定系统提供了函数逼近的基。另一方面，非线性

网络的通用逼近性质表明，神经网络为所有足够光滑的系统提供了基。因此，神经网络

可以用于逼近所有刚性机器人系统的光滑 f(x)，有效地允许为一类系统设计单个可调

控制器。无需确定回归矩阵，因为相同的神经网络激活函数足以应对整个对象类。

即使是 LIP 的 1 层神经网络也有这个优势。注意，1 层神经网络在系统参数方面不
是线性的，而是在神经网络权重方面是线性的。即使是 LIP神经网络也具有通用逼近性
质，因此不需要回归矩阵。

8.3.4 初始跟踪误差和初始神经网络权重

现在需要确定如何调整神经网络权重以产生保证的闭环稳定性。本节考虑神经网络

控制器设计的几种情况。所有情况都需要以下构造。

由于神经网络逼近性质在紧集上成立，必须如下定义允许的初始条件集。让神经

网络逼近性质对于式 (??)中给出的函数 f(x) 在式 (??)中具有给定精度 εN，对于半径

bx > qB 的球内所有 x 成立。定义允许的初始跟踪误差集为

Sr = {r(0) : ∥r(0)∥ ≤ (bx − qB)

c0
} (8.35)

注意，神经网络的逼近精度决定了 Sr 的大小。对于更大的神经网络（即更多隐层

单元），εN 在更大半径 bx 下较小。因此，允许的初始条件集 Sr 更大。另一方面，更

活跃的期望轨迹（例如包含更高频率分量）导致更大的加速度 q̈d(t)，产生更大的界 qB，

从而减小 Sr。值得注意的是 Sr 依赖于 PD 设计比 Λ——c0 和 c2 都依赖于 Λ。

我们初始条件要求的一个关键特征是其独立于神经网络初始权重。这与文献中其他

技术形成鲜明对比，在那些技术中，稳定性证明依赖于选择某些初始稳定神经网络权重，

这是非常困难的。
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8.4 线性参数神经网络的调参算法

假设现在使用 LIP FLNN 根据式 (??)逼近非线性机器人函数 (??)，其中 ∥ε∥ ≤ εM

在紧集上，理想逼近权重 W 是常数，ϕ(x) 选择为基。f(x) 的估计由式 (??)给出。那
么控制律 (??)变为

τ = Ŵ Tϕ(x) +Kvr − v(t) (8.36)

闭环滤波误差动力学 (??)为

M ṙ = −(Vm +Kv)r + W̃ Tϕ(x) + τd + ε+ v (8.37)

下一个定理导出了用 e-mod 项增强的神经网络控制器的调整律，如 [?] 中所述。
现在必须假设理想权重W 是常数且有界，使得

∥W ∥F ≤ WB (8.38)

其中界 WB 已知。在 [?] 中，展示了如何使用标准自适应鲁棒技术来避免假设界 WB 已

知。

定理 8.4-1：（神经网络权重调整算法）。
设期望轨迹 qd(t) 被 qB 所界，初始跟踪误差 r(0) 在 Sr 中。设神经网络重构误差

界 εN 和扰动界 dB 是常数。假设理想神经网络目标权重被 WB 所界，如式 (??)。设机
器人手臂的控制输入由式 (??)给出，v(t) = 0，增益满足

Kv min >
(WB + εN+dB

∥ϕ∥ )2

4
∥ (8.39)

设权重调整为
˙̂
W = Fϕ(x)rT − κF ∥r∥Ŵ (8.40)

其中 F = F T > 0，κ > 0 是小设计参数。那么滤波跟踪误差 r(t) 和神经网络权重估计

Ŵ (t) 是一致最终有界（UUB）的，实际界分别由式 (??)、(??)的右侧给出。而且，通
过增加跟踪增益 Kv，跟踪误差可以变得任意小。

证明：
让神经网络逼近性质 (??)对于式 (??)中给出的函数 f(x) 在紧集 ∥x∥ ≤ bx 上具有

给定精度 εN，其中 bx > qB。设 r(0) ∈ Sr。那么在时刻 0 逼近性质成立。
定义 Lyapunov 函数候选

L =
1

2
rTM(q)r +

1

2
tr{W̃ TF−1W̃ } (8.41)

求导得

L̇ = rTM ṙ +
1

2
rTṀr + tr{W̃ TF−1 ˙̃W } (8.42)
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代入式 (??)得

L̇ = −rT (Vm +Kv)r +
1

2
rTṀr + tr{W̃ T (F−1 ˙̃W + ϕrT )}+ rT (τd + ε) (8.43)

然后，使用调整规则 (??)得

L̇ = −rTKvr + κ∥r∥tr{W̃ T (W − W̃ )}+ rT (τd + ε) (8.44)

由于

tr{W̃ T (W − W̃ )} = ⟨W̃ ,W ⟩ − ∥W̃ ∥2F (8.45)

≤ ∥W̃ ∥F∥W ∥F − ∥W̃ ∥2F (8.46)

得到

L̇ ≤ −Kv min∥r∥2 + κ∥r∥∥W̃ ∥F (WB − ∥W̃ ∥F ) + ∥r∥(dB + εM) (8.47)

这在花括号中的项为正时是负的。完成平方得

L̇ ≤ −∥r∥
[
Kv min∥r∥ − κWB∥W̃ ∥F + κ∥W̃ ∥2F − (dB + εM)

]
(8.48)

当以下条件时保证为正

∥r∥ ≥ κW 2
B/4 + (dB + εM)

Kv min
≡ br (8.49)

或

∥W̃ ∥F ≥ WB/2 +
√
κW 2

B/4 + (dB + εM)/κ ≡ bW (8.50)

因此，L̇ 在紧集外是负的。根据增益选择式 (??)确保由 ∥r∥ ≤ br 定义的紧集包含

在 Sr 中，因此逼近性质在整个过程中成立。这证明了 ∥r∥ 和 ∥W ∥F 的 UUB。
这个证明类似于 [?]，但修改为反映神经网络只在紧集上逼近的事实。在这个结果

中，现在需要理想权重W 的界 WB，它出现在 PD 增益条件 (??)中。现在发现了跟踪
误差 r(t) 和权重W (t) 的界。注意，使用修改的权重调整算法建立W 的界不需要持续

激励（PE）条件。
神经网络权重调整算法 (??)由反向传播时间项加上一个新的第二项组成。κ 项（称

为 e-modification）的重要性在于它在 ∥W̃ ∥F 中添加了二次项，使得可以证明 L̇ 在

(∥r∥, ∥W̃ ∥F ) 平面上的紧集外为负 [?]。e-mod 项使调整律对未建模动力学具有鲁棒性，
因此不需要 PE 条件。在 [?] 中，使用投影算法来保持神经网络权重有界。在 [?, ?] 中，
采用了死区技术。

权重初始化和在线调整。本文导出的神经网络控制方案中没有预先的离线学习阶
段。权重简单地初始化为零，因为那时图 8.3.1 显示控制器只是一个 PD 控制器。机器
人学文献中的标准结果 [?] 表明，如果 Kv 足够大，PD 控制器给出有界误差。因此，闭
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环系统保持稳定，直到神经网络开始学习。权重在系统跟踪期望轨迹时实时在线调整。

随着神经网络学习 f(x)，跟踪性能提高。这比其他神经网络控制技术有重大改进，在

那些技术中必须找到某些初始稳定权重，对于复杂非线性系统通常是不可能的。

跟踪误差和神经网络权重估计误差的界。式 (??)的右侧可以视为跟踪误差的实际
界，即 r(t) 永远不会偏离它太远。重要的是从这个方程注意到，跟踪误差随着神经网络

重构误差 εN 和机器人扰动 dB 而增加，但通过选择大增益 Kv，可以获得任意小的跟踪

误差。尽管 Barron 对 ε 有下界限制，也是如此。

注意，神经网络权重 Ŵ 不能保证接近理想未知权重W，后者给出 f(x) 的良好逼

近。然而，正如证明所保证的，只要 Ŵ −W 有界，这就无关紧要。这保证了有界控制

输入，从而可以实现跟踪目标。

8.5 非线性参数神经网络的调参算法

现在假设使用 2层神经网络根据式 (??)逼近机器人函数，其中 ∥ε∥ ≤ εM 在紧集上，

理想逼近权重W、V 是常数。那么控制律 (??)变为

τ = Ŵ Tσ(V̂ Tx) +Kvr − v(t) (8.51)

提出的神经网络控制结构如图 8.3.1 所示。
NLIP 神经网络控制器比 1 层 FLNN 强大得多，因为不需要选择激活函数基。实际

上，权重 V 在线调整以自动提供合适的基。控制在第一层权重 V 方面是非线性的，这

在导出合适的权重调整律时带来复杂性。辅助信号 v(t) 是随后详细介绍的函数，它提

供面对 NLIP 问题产生的泰勒级数中高阶项的鲁棒性。
使用结果 (??)正确处理 NLIP 问题，闭环误差动力学 (??)可以写成

M ṙ = −(Vm +Kv)r + W̃ T σ̂′V̂ Tx+ W̃ T σ̂ +w + τd + v (8.52)

其中扰动项为

w = W̃ T σ̂′Ṽ Tx+W TO(Ṽ Tx)2 (8.53)

定义

Z ≡

[
W 0

0 V

]
, Ẑ ≡

[
Ŵ 0

0 V̂

]
, Z̃ ≡ Z − Ẑ (8.54)

和 Z、Ẑ 等价。不难证明

∥w∥ ≤ C0 + C1∥Z̃∥F + C2∥Z̃∥F∥r∥ (8.55)

其中 Ci 是已知正常数。

假设理想权重有界，使得

∥Z∥F ≤ ZB (8.56)
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其中 ZB 已知。（可以使用标准自适应鲁棒控制技术来放宽 ZB 已知的假设 [?]。）
下一个定理给出了本章最强大的神经网络控制器。

定理 8.5-1：（多层神经网络控制器的增强反向传播权重调整）。
设期望轨迹 qd(t) 被 qB 所界，初始跟踪误差 r(0) 在 Sr 中。设理想目标神经网络

权重被已知 ZB 所界。取机器人动力学 (??)的控制输入为式 (??)，PD 增益满足

Kv min >
(C0 + C1ZB + C2Z

2
B/4)(C3 + ZB)

4
∥ (8.57)

其中 C3 在证明中定义。设鲁棒化项为

v(t) = −Kz(∥Ẑ∥F + ZB)r (8.58)

增益为

Kz > C2 (8.59)

设神经网络权重调整为

˙̂
W = F σ̂′V̂ TxrT − F σ̂′Ṽ TxrT − κ∥r∥FŴ (8.60)

˙̂
V = Gx(σ̂′TŴr)T − κ∥r∥GV̂ (8.61)

其中任意常数矩阵 F = F T > 0，G = GT > 0，κ > 0 是小标量设计参数。那么滤波跟

踪误差 r(t) 和神经网络权重估计 V̂、Ŵ 是 UUB 的，界分别由式 (??)和(??)具体给出。
而且，通过增加式 (??)中的增益 Kv，跟踪误差可以保持任意小。

证明：
让神经网络逼近性质 (??)对于式 (??)中给出的函数 f(x) 在紧集 ∥x∥ ≤ bx 上具有

给定精度 εN，其中 bx > qB。设 r(0) ∈ Sr。那么在时刻 0 逼近性质成立。
定义 Lyapunov 函数候选

L =
1

2
rTM(q)r +

1

2
tr{W̃ TF−1W̃ }+ 1

2
tr{Ṽ TG−1Ṽ } (8.62)

求导得

L̇ = rTM ṙ +
1

2
rTṀr + tr{W̃ TF−1 ˙̃W }+ tr{Ṽ TG−1 ˙̃V } (8.63)

从误差系统 (??)代入得

L̇ = −rTKvr +
1

2
rT (Ṁ − 2Vm)r − rTv + rT (w + τd)

+ tr{W̃ T (F−1 ˙̂
W + σ̂rT − σ̂′V̂ TxrT )}

+ tr{Ṽ T (G−1 ˙̂
V + xrTŴ T σ̂′)} (8.64)
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调整规则给出

L̇ = −rTKvr + κ∥r∥tr{Z̃T (Z − Z̃)}+ rT (w + τd + ε) (8.65)

由于

tr{Z̃T (Z − Z̃)} = ⟨Z̃,Z⟩ − ∥Z̃∥2F (8.66)

≤ ∥Z̃∥F∥Z∥F − ∥Z̃∥2F (8.67)

得到

L̇ ≤ −Kv min∥r∥2−Kz∥r∥2(∥Ẑ∥F+ZB)+κ∥r∥∥Z̃∥F (ZB−∥Z̃∥F )+∥r∥(C0+C1∥Z̃∥F+C2∥Z̃∥F∥r∥)
(8.68)

其中 Kv min 是 Kv 的最小奇异值，最后一个不等式由于式 (??)成立。
L̇ 在花括号中的项为正时是负的。定义 C3 = ZB + C1/κ 并完成平方得

L̇ ≤ −∥r∥
[
Kv min∥r∥ − κC2

3/4− C0 −
(C3 + ZB/2)

2

Kz − C2

]
(8.69)

当以下条件时保证为正

∥r∥ ≥ κC2
3/4 + C0

Kv min
+

(C3 + ZB/2)
2

Kv min(Kz − C2)
≡ br (8.70)

或

∥Z̃∥F ≥ C3/2 +
√
C2

3/4 + C0/κ+ (C3 + ZB/2)2/[κ(Kz − C2)] ≡ bZ (8.71)

因此，L̇ 在紧集外是负的。根据 LaSalle 扩展 [?]，这证明了在该集合内控制保持有
效时 ∥r∥ 和 ∥Z∥F 的 UUB。然而，PD 增益条件 (??)表明由 ∥r∥ ≤ br 定义的紧集包含

在 Sr 中，因此逼近性质在整个过程中成立。

调整算法 (??)、 (??)中的第一项不过是跟踪误差通过时间的反向传播。最后一项是
Narendra e-mod，式 (??)中的第二项是由于 NLIP 而产生的新型二阶项。鲁棒化项 v(t)

也是由于 NLIP 问题而需要的。
定理 8.4.1 之后的评论在这里也是适用的。具体来说，没有预先离线调整阶段，神

经网络权重调整在实时控制动作的同时在线发生。权重初始化在证明中不是问题，无需

提供初始稳定权重；权重简单地初始化使得神经网络输出等于零，因为那时 PD 环路保
持系统稳定，直到神经网络开始学习。然而，实际实验 [?] 表明，适当初始化权重很重
要。一个好的选择是随机选择 V̂ (0)，Ŵ (0) 等于零。

在实践中不需要计算常数 c0、c1、c2、C0、C1、C2、ZB 或确定 Sr。简单地选择大

的神经网络规模 L 和 PD 增益 Kv，然后执行仿真。然后用不同的 L 和 Kv 重复仿真。

基于两次仿真之间行为的差异，可以修改 L 和 Kv。
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直接反向传播权重调整。反向传播算法（通常以离散时间形式）在文献中被无数次
提出用于闭环控制。可以证明，如果神经网络逼近误差 ε 为零，扰动 τd(t) 为零，且泰

勒级数 (??)中没有高阶项，那么直接反向传播算法

˙̂
W = F σ̂′V̂ TxrT ,

˙̂
V = Gx(σ̂′TŴr)T (8.72)

可以用于闭环控制代替式 (??)、 (??)。需要使用 PE来证明使用直接反向传播时神经网
络权重是有界的。提到的条件非常严格，在实践中不会发生；它们本质上要求机器人手

臂是线性的（例如单连杆）。而且，在神经网络中不容易保证 PE 条件。

8.5.1 神经网络控制器的无源性性质

本文中使用的神经网络是静态前馈网络，但由于它们出现在闭环反馈中并使用微分

方程调整，它们是动态系统。因此，可以讨论这些神经网络的无源性。一般来说，不能

保证神经网络是被动的。然而，本文中的神经网络控制器具有一些重要的无源性性质，

从而产生鲁棒的闭环性能。

系统 ẋ = f(x,u)，y = h(x,u) 如果验证所谓的功率形式等式 [?]

L̇ = uTy − g(x,u) (8.73)

对于某个下有界 L̇(t) 和某个 g(t) ≥ 0，则称为被动的。即∫ T

0

uTy dt ≥
∫ T

0

g(t) dt− γ20 (8.74)

对于所有 T ≥ 0 和某个 γ20 ≥ 0。如果系统是被动的，且此外∫ T

0

uTy dt ≥
∫ T

0

g(t) dt− γ20 (8.75)

其中 g(t) > 0，则系统称为耗散的。

如果 g(t) 是具有有界系数的 ∥x∥ 的二次函数，则发生一种特殊的耗散性。我们称
之为状态严格无源性（SSP）；那么，内部状态的范数以输送到系统的功率为界。令人惊
讶的是，SSP概念在文献中没有得到广泛使用 [?, ?]，尽管参见 [?]其中定义了输入和输
出严格无源性。SSP 结果在研究神经网络控制器的无源性性质中是关键的，并允许在没
有持续激励假设的情况下得出某些内部有界性质。

机器人跟踪误差动力学的无源性
本文中的误差动力学（例如 (??)）具有形式

M ṙ = −(Vm +Kv)r + ξ0 (8.76)

其中 r(t) 是滤波跟踪误差，ξ0(t) 是适当定义的。该系统满足以下强无源性性质。
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定理 8.5-2：（机器人误差动力学的 SSP）。
动力学 (??)从 ξ0(t) 到 r(t) 是状态严格被动系统。

证明：
取非负函数

L =
1

2
rTM(q)r (8.77)

所以，使用 (??)，得到

L̇ = −rT (Vm +Kv)r + rTξ0 (8.78)

因此，斜对称性质产生功率形式

L̇ = rTξ0 − rTKvr (8.79)

这是输送到系统的功率减去 ∥r∥2 中的二次项，验证了状态严格无源性。
2 层神经网络控制器的无源性性质
闭环系统如图 8.3.1 所示，其中神经网络出现在内部反馈线性化环路中。2 层神经

网络控制器的误差动力学由式 (??)给出。闭环误差系统如图 8.5.1所示，信号 ξ1 定义为

ξ1 = W̃ T σ̂′V̂ Tx+ W̃ T σ̂ +w + τd (8.80)

注意神经网络在误差动力学中的作用，其中它被分解为两个有效块，出现在典型的反馈

配置中。

我们现在揭示直接反向传播调整 (??)产生的无源性性质。为了证明这个算法，使用
与 (??)不同的误差动力学形式，使得在图 8.5.1 中 ξ1 = W̃ Tσ(V Tx) +w + τd。

定理 8.5-3：（反向传播神经网络调整算法的无源性）。
简单反向传播权重调整算法 (??)使从 −Ŵ Tσ(V Tx) 到 σ̂′V̂ Tx 的映射和从 r(t) 到

Ŵ T σ̂′V̂ Tx 的映射都是被动映射。

证明：
相对于W、V 的动力学为

˙̃W = −F σ̂′V̂ TxrT , ˙̃V = −Gx(σ̂′TŴr)T (8.81)

1. 选择非负函数
L =

1

2
tr{W̃ TF−1W̃ } (8.82)

并沿轨迹 (1) 评估 L̇ 得

L̇ = tr{W̃ TF−1 ˙̃W } = −tr{W̃ T σ̂′V̂ TxrT} = ⟨−Ŵ Tσ(V Tx), σ̂′V̂ Tx⟩ (8.83)

这是功率形式 (??)。
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2. 选择非负函数
L =

1

2
tr{Ṽ TG−1Ṽ } (8.84)

并沿轨迹 (2) 评估得

L̇ = tr{Ṽ TG−1 ˙̃V } = −tr{Ṽ TxrTŴ T σ̂′} = ⟨r, Ŵ T σ̂′V̂ Tx⟩ (8.85)

这是功率形式。

因此，图 8.5.1 中的机器人误差系统是状态严格被动的（SSP），权重误差块是被动
的；这保证了闭环系统的无源性。使用无源性定理 [?]，现在可以得出，只要外部输入有
界，每个块的输入/输出信号都是有界的。

不幸的是，虽然是被动的，但闭环系统不能保证是 SSP，因此当扰动非零时，这
不产生权重块内部状态（即 W、V）的有界性，除非这些块是可观测的，即持续激励

（PE）。
下一个结果显示为什么使用定理 8.5.1 中给出的修改权重更新算法不需要 PE 条件。
定理 8.5-4：（增强反向传播神经网络调整算法的 SSP）。
定理 8.5.1 中的修改权重调整算法使从 −Ŵ Tσ(V Tx) 到 σ̂′V̂ Tx 的映射和从 r(t)

到 Ŵ T σ̂′V̂ Tx 的映射都是状态严格被动（SSP）映射。
证明：
使用定理 8.5.1 中的调整算法，相对于W、V 的动力学由下式给出

˙̃W = −F σ̂′V̂ TxrT + F σ̂′Ṽ TxrT + κ∥r∥FŴ (8.86)
˙̃V = −GxrTŴ T σ̂′ + κ∥r∥GV̂ (8.87)

1. 选择非负函数
L =

1

2
tr{W̃ TF−1W̃ } (8.88)

并评估 L̇ 得

L̇ = tr{W̃ TF−1 ˙̃W } (8.89)

= tr{W̃ T (−σ̂′V̂ TxrT + σ̂′Ṽ TxrT + κ∥r∥Ŵ )} (8.90)

= ⟨−Ŵ Tσ(V Tx), σ̂′V̂ Tx⟩+ tr{W̃ T σ̂′Ṽ TxrT}+ κ∥r∥tr{W̃ T (W − W̃ )} (8.91)

由于

tr{W̃ T σ̂′Ṽ TxrT} = ⟨r, W̃ T σ̂′Ṽ Tx⟩ = ⟨r, Ŵ T σ̂′Ṽ Tx⟩ − ⟨r,W T σ̂′Ṽ Tx⟩ (8.92)

= ⟨r, Ŵ T σ̂′Ṽ Tx⟩ − ⟨r, Ŵ T σ̂′Ṽ Tx⟩ = 0 (8.93)

得到

L̇ = ⟨−Ŵ Tσ(V Tx), σ̂′V̂ Tx⟩+ κ∥r∥tr{W̃ TW } − κ∥r∥∥W̃ ∥2F (8.94)
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这是功率形式，最后一项在 ∥W̃ ∥F 中是二次的。
2. 选择非负函数

L =
1

2
tr{Ṽ TG−1Ṽ } (8.95)

并评估 L̇ 得

L̇ = tr{Ṽ TG−1 ˙̃V } = ⟨r, Ŵ T σ̂′Ṽ Tx⟩+ κ∥r∥tr{Ṽ TV } − κ∥r∥∥Ṽ ∥2F (8.96)

这是功率形式，最后一项在 ∥Ṽ ∥F 中是二次的。
机器人动力学和权重调整块都是 SSP，这保证了闭环系统的 SSP，因此内部状态的

范数以输送到每个块的功率为界。那么，输入/输出信号的有界性保证了在没有可观测
性或 PE 要求的情况下状态有界性。

被动神经网络和鲁棒神经网络的定义。如果调整在误差形式中保证权重调整子系统
的无源性，则我们将动态调整的神经网络定义为被动的。那么，需要额外的 PE 条件来
保证权重的有界性。这个 PE 条件通常以神经网络隐层输出为条件。如果调整在误差形
式中保证权重调整子系统的 SSP，则我们将动态调整的神经网络定义为鲁棒的。那么，
不需要额外的 PE 条件来保证权重的有界性。注意（1）此外还需要开环对象误差系统
的 SSP 以保证跟踪稳定性，（2）神经网络无源性性质依赖于所使用的权重调整算法。

1 层神经网络控制器的无源性性质
类似地，FLNN 控制器调整算法使系统被动，因此需要额外的 PE 条件来验证神经

网络权重的内部稳定性。另一方面，定理 8.4.1 中的增强调整算法产生 SSP，因此不需
要 PE。

8.6 小结

为一般工业拉格朗日运动系统（以刚性机器人手臂为特征）给出了神经网络控制器

设计算法。设计程序基于严格的非线性推导和稳定性证明，产生具有神经网络在某些环

路中的多环智能控制结构。给出了不需要复杂初始化程序或任何离线学习阶段、实时在

线工作、提供保证跟踪和有界神经网络权重和控制信号的神经网络权重调整算法。这里

给出的神经网络控制器是无模型控制器，因为它们对规定类别的任何系统都有效，无需

大量建模和初步分析来寻找”回归矩阵”。与标准机器人自适应控制器不同，它们不需要
参数线性化（另见 [?]，它不需要 LIP）。适当的设计允许神经网络控制器避免诸如持续
激励和确定性等价等要求。本文定义和研究了神经网络无源性和鲁棒性性质。
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Chapter 9

力控制

本章研究位置/力控制器的基本原理。涵盖的主题包括刚度控制、混合位置/力控制、混
合阻抗控制和降维状态位置/力控制。重点放在控制器的开发、稳定性和实现问题上。

9.1 引言

对于机器人机械臂执行的任务，例如移动载荷或喷涂物体，位置控制器能够提供足

够的性能，因为这些类型的任务仅要求机器人跟随期望轨迹。然而，在磨削或装配任务

中，机器人机械臂与环境接触；因此，在机器人机械臂和环境之间会产生相互作用力。

因此，这些相互作用力以及末端执行器的位置都必须被控制。

为了说明同时使用力和位置控制的必要性，考虑控制机械臂在黑板上书写句子的问

题。为了形成句子中的字母，我们当然必须控制末端执行器的位置，或者等价地，控制

粉笔的位置。正如任何在黑板上书写过的人都知道的，按压黑板的力也必须被控制。也

就是说，按压太轻会导致字母不易辨认，而按压太重会导致粉笔折断。这个例子清楚地

说明了许多机器人应用将需要指定期望位置轨迹和期望力轨迹。在本章中，我们介绍一

些通用的控制策略，不仅控制机器人末端执行器的位置，还控制末端执行器施加在环境

上的力。需要注意的是，在本章中，我们假设控制器发出的期望速度和力轨迹与环境模

型一致 [Lipkin and Duffy 1988]。如果不是这种情况，可以修改期望速度和力轨迹以使
其与环境模型一致。有兴趣的读者可以参考 [Lipkin and Duffy 1988] 了解关于这种修改
或期望轨迹的 “运动静力学滤波” 的信息。

9.2 刚度控制

由于工业过程中涉及的第一批机器人机械臂需要执行位置任务（例如，喷涂），机

器人机械臂被制造得非常刚性。这种刚性设计允许机器人控制设计者通过使用简单的控

制律获得合理的位置精度。正如人们所预期的，力控制应用（例如，磨削或打磨）用这

235
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种 “刚性” 机器人极其难以完成。因此，如果机器人机械臂的 “刚度” 可以被控制，力
控制应用将更容易实现。在本节中，针对简单的单自由度示例阐述了刚度控制的概念。

然后修改机器人机械臂方程以考虑施加在环境上的力。使用这个新模型，刚度控制概念

[Salisbury and Craig 1980] 被推广到 n 连杆机器人机械臂。

9.2.1 单自由度机械臂的刚度控制

为了阐述刚度控制的概念，考虑图 9.2.1 所示系统的力控制问题。这里质量为 m 的

机械臂被假设与环境接触，环境位于静态位置 xe。控制问题是确定输入力（即 τ），使

机械臂移动到期望的恒定位置（即 xd）。在这个系统中，我们还假设如果机械臂的位置

（即 x）大于 xe，施加在环境上的力（即 f）由下式给出：

f = ke(x− xe), (9.1)

其中 ke 是一个正常数，用于表示环境刚度。也就是说，我们假设环境刚度可以被建模为

弹簧常数为 ke 的线性弹簧。基于这个假设，我们可以将单自由度系统可视化为图 9.2.2
所示的质量-弹簧图。

假设重力和摩擦可以忽略不计，图 9.2.2 所示系统的运动方程由下式给出：

mẍ = τ − f (9.2)

式 (??) 的系统框图由图 9.2.3 给出。注意，在图 9.2.3 中，我们使用变量 s 表示拉普拉

斯变换变量。

式 (??) 的动力学形式启发了简单的 PD 控制律：

τ = −kvẋ+ kp(xd − x) (9.3)

其中 kv 和 kp 是正标量控制增益。将式 (??) 代入式 (??) 后，我们得到闭环系统：

mẍ+ kvẋ+ kpx+ ke(x− xe) = kpxd (9.4)

这可以用图 9.2.4所示的框图表示。从图 9.2.4我们知道闭环系统是稳定的，因为我们已
经定义常数 m、kv、kp 和 ke 为正数。也就是说，我们可以证明传递函数

s

kp

的极点在开左半 s 平面。

为了研究式 (??) 给出的 PD 控制如何控制施加在环境上的力，我们检查系统在稳
态条件下的情况。因为 xd 和 xe 是常数，可以从式 (??) 找到 x 的拉普拉斯变换为

x(s) =
kpxd + kexe

ms2 + kvs+ kp + ke
(9.5)
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因此，稳态机械臂位置（即 xss）可以很容易地证明为

xss =
kpxd + kexe
kp + ke

(9.6)

现在可以使用稳态机械臂位置来计算施加在环境上的稳态力（即 f）。具体来说，将

式 (??) 代入式 (??)，稳态力由下式给出：

fss =
kpke
kp + ke

(xd − xe) (9.7)

正如人们所预期的，环境弹簧常数通常被认为很大，因为在大多数机器人力控制应

用中，机器人推动的是几乎刚性的表面。因此，如果我们假设 ke ≫ kp，我们可以将式

(??) 中的稳态力近似为
fss ≈ kp(xd − xe) (9.8)

从上面的讨论中，我们可以看到式 (??) 给出的位置控制策略确实会对环境施加一
个力。具体来说，这个力是通过命令一个稍微进入接触面内部的期望轨迹而产生的。在

试图消除位置误差时，位置控制器在表面上施加了一个稳态力。从式 (??) 给出的近似
稳态力来看，位置增益（即 kp）可以被认为是代表机械臂的期望 “刚度”。也就是说，机
械臂可以被可视化为一个弹簧，弹簧常数为 kp，对环境施加力。因此，“刚度控制” 这
个术语经常与式 (??) 给出的 PD 控制相关联，因为机械臂的刚度可以通过调整 kp 来设

置。

9.2.2 雅可比矩阵和环境力

在将刚度控制器推广到 n 连杆机器人机械臂之前，我们必须定义一些关于机器人

对环境施加的力的符号。正如 [Spong and Vidyasagar 1989] 中所解释的，力通常通过雅
可比矩阵转换到关节空间。在本章中，我们根据为特定机器人应用定义的任务空间坐标

系来定义雅可比矩阵。也就是说，对于某个应用，我们可能希望末端执行器沿一组特定

方向施加力，而沿其他方向移动。这个概念由图 9.2.5 说明，图中描述了一个沿倾斜表
面移动的机械臂。任务空间坐标系由方向 u 和 v 给出，因为我们希望沿 v 方向沿表面

移动末端执行器，同时沿 u 方向对表面施加法向力。通常从这种推理中为大多数机器人

应用定义适当的任务空间坐标系。

按照这个逻辑，让 x 为由下式定义的 n× 1 任务空间向量

x = h(q) (9.9)

其中 h(q) 从机械臂运动学和关节空间与任务空间之间的适当关系中找到。x 的导数定

义为

ẋ = J(q)q̇ (9.10)
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其中 n× n 任务空间雅可比矩阵 J(q)[Spong and Vidyasagar 1989] 定义为

J(q) =

[
I 0

0 T

]
∂h(q)

∂q
(9.11)

其中单位矩阵 I、零矩阵 0 和变换矩阵 T 的维度取决于所选的任务空间坐标系。变换

矩阵 T 通常在将关节速度转换为与末端执行器方向相关的横滚、俯仰和偏航角的导数

时使用。为简洁起见，我们假设本章讨论的机器人机械臂是非冗余的，并且始终处于非

奇异构型；因此，雅可比矩阵是一个非奇异方阵。

使用任务空间坐标概念，我们现在检查如何修改机器人方程以用于力控制目的。如

果机械臂的末端执行器与环境接触，末端执行器和环境之间将存在力相互作用。如果相

互作用力在关节空间中测量，机械臂动力学方程可以写成

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) = τ − τe (9.12)

其中 τe 是关节空间坐标中的 n× 1 向量，表示施加在环境上的力。式 (??) 给出的动力
学方程是有意义的，因为如果机械臂不运动（即 q̇ = q̈ = 0），则式 (??) 简化为

G(q) = τ − τe (9.13)

也就是说，如果机器人机械臂处于静态操作，执行器力等于施加在环境上的力加上承受

重力所需的力。注意，在式 (??) 中，我们假设可以忽略静摩擦。
关节空间表示施加在环境上的力不是机器人文献中的标准符号；相反，机器人机械

臂方程通常由下式给出

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) + JT (q)f = τ (9.14)

其中 f 是任务空间中的接触力和力矩的 n× 1 向量。

为了理解式 (??) 的来源，将式 (??) 和式 (??) 的右侧相等，得到

τe = JT (q)f (9.15)

这个方程可以通过使用能量守恒论证很容易地证明为真。具体来说，通过能量守恒，我

们知道

q̇T τe = ẋTf (9.16)

将式 (??) 代入式 (??) 得到

q̇T τe = (J(q)q̇)Tf = q̇TJT (q)f

由于上述关系必须对所有 q 都成立，我们可以看到式 (??) 显然代表一个真命题。为了
阐明开发雅可比矩阵和任务空间公式的过程，现在讨论两个示例。
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示例 9.2–1：倾斜表面的任务空间公式
我们希望找到图 9.2.5 中所示笛卡尔机械臂系统（即两个关节都是棱柱形）的机械

臂动力学，并将施加在表面上的力分解为法向力和切向力。首先，当机器人不受表面约

束时，可以轻松确定动力学部分。在移除表面和相互作用力 f1 和 f2 后，机械臂动力学

可以表示为

Mq̈ + F (q) = τ (9.17)

其中

M =

[
m1 0

0 m2

]
, q =

[
q1

q2

]
, τ =

[
τ1

τ2

]

F (q) 是 2× 1 向量

[
q̇1

q̇2

]
，它模拟了如第 2 章所讨论的摩擦。

为了考虑相互作用力，让 x 为由下式定义的 2× 1 任务空间向量

x =

[
u

v

]
(9.18)

其中 u 和 v 定义了一个固定坐标系，使得 u 表示到表面的法向距离，v 表示沿表面的

切向距离。如式 (??) 所示，任务空间坐标可以用关节空间坐标表示为

x = h(q) (9.19)

其中 h(q) 从问题的几何中找到为

h(q) =
1√
2

[
q1 − q2

q1 + q2

]
(9.20)

任务空间雅可比矩阵从式 (??) 中找到，利用 T 是单位矩阵的事实，因为我们不需

要关心任何末端执行器方向角。也就是说，J(q) 由下式给出

J(q) =
1√
2

[
1 −1

1 1

]
(9.21)

根据式 (??)，机器人机械臂方程由下式给出

Mq̈ +G+ F (q) + JTf = τ (9.22)

其中

G =

[
m1g

0

]
, f =

[
f1

f2

]
重要的是要认识到法向力（即 f1）和切向力（即 f2）是按 (2) 给出的任务空间坐标系的
方向绘制的（见图 9.2.5）。



240 第九章 力控制

示例 9.2–2：椭圆表面的任务空间公式
我们希望找到图 9.2.6 中所示笛卡尔机械臂系统的机械臂动力学，并将施加在表面

上的力分解为法向力和切向力。动力学部分与示例 9.2.1 相同；然而，由于环境表面的
变化，必须定义一个新的任务空间坐标系。具体来说，让 x 为由下式定义的 2× 1 任务

空间向量

x =

[
u

v

]
(9.23)

其中 u 和 v 定义了一个旋转坐标系，使得 u 表示到表面的法向距离，v 表示沿表面的

切向距离。如式 (??) 所示，任务空间坐标可以用关节空间坐标表示为

x = h(q) (9.24)

其中 h(q) 被找到为

h(q) =

[
u · q1
v · q2

]
(9.25)

u、v、q1 和 q2 是在 (3) 中给出的点积符号中使用的适当定义的单位向量。单位向
量 q1 和 q2 由 q1 和 q2 给出的固定坐标集来定义。这些单位向量定义为

q1 =

[
1

0

]
, q2 =

[
0

1

]
(9.26)

为了找到单位向量 u 和 v，我们首先使用表面函数

1

4
q21 + q22 = 1 (9.27)

用一个变量（即 q2）参数化表面如下：

q1 = 2
√

1− q22 (9.28)

(6) 关于 q2 的偏导数除以向量长度得到一个单位向量（即 v），它始终与表面相切。

也就是说，v 由下式给出

v =
1√

1 + 4q22/(1− q22)

[
−2q2/

√
1− q22

1

]
(9.29)

其中 √
1 +

4q22
1− q22

=

√
1 + 3q22
1− q22

通过再次使用 (5)，v 的表达式可以简化为

v =
1√

1 + 3q22

[
−q1
2q2

]
(9.30)
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其中

q1 = 2
√

1− q22

因为向量 u 和 v 必须正交（即 u · v = 0），通过 (8) 和问题的几何，我们知道

u =
1√

1 + 3q22

[
2q2

q1/2

]
(9.31)

将 (4)、(8) 和 (9) 代入 (3) 得到

h(q) =
1√

1 + 3q22

[
2q2 q1/2

−q1 2q2

][
q1

q2

]
(9.32)

任务空间雅可比矩阵从式 (??)中找到，利用 T 是单位矩阵的事实。也就是说，J(q)

由下式给出

J(q) =
1√

1 + 3q22

[
1 + 3q22 2q2

3q1q2/2 2− 3q22

]
(9.33)

其中

q1 = 2
√

1− q22

根据式 (??)，机器人机械臂方程由下式给出

Mq̈ +G+ F (q) + JTf = τ (9.34)

其中 τ、M、q、G、f 和 F (q) 如示例 9.2.1 所定义。重要的是要注意法向力（即 f1）和

切向力（即 f2）是按 (1) 给出的任务空间坐标系的方向绘制的（见图 9.2.6）。

9.2.3 N 连杆机械臂的刚度控制

既然我们已经得到了包含环境相互作用力的机器人机械臂动力学形式，就可以建立

n 连杆机器人机械臂的刚度控制器。如前所述，施加在环境上的力定义为

f = Ke(x− xe) (9.35)

其中 Ke 是一个 n× n 对角、半正定常数矩阵，用于表示环境刚度，xe 是任务空间中测

量的 n× 1 向量，用于表示环境的静态位置。注意，如果机械臂在特定任务空间方向不

受约束，则矩阵 Ke 的相应对角元素被假定为零。此外，在刚度控制公式中，环境表面

摩擦通常被忽略。

多维刚度控制器是 PD 型控制器

τ = JT (q)(−Kvẋ+Kp(xd − x)) +G(q) (9.36)

其中 Kv 和 Kp 是 n× n 对角、常数、正定矩阵，任务空间跟踪误差定义为

x̃ = xd − x
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如前所述，xd 用于表示我们希望将机器人机械臂移动到的期望恒定末端执行器位置；然

而，xd 现在是一个 n× 1 向量。将式 (??) 和式 (??) 代入式 (??) 得到闭环动力学

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ + F (q̇) + JT (q)Ke(x− xe) = JT (q)(−Kvẋ+Kp(xd − x)) (9.37)

为了分析式 (??) 给出的系统的稳定性，我们利用类李雅普诺夫函数

V =
1

2
q̇TM(q)q̇ +

1

2
(xd − x)TKp(xd − x) +

1

2
(xe − x)TKe(xe − x) (9.38)

将式 (??) 关于时间微分并利用式 (??) 得到

V̇ = q̇TM(q)q̈ +
1

2
q̇TṀ(q)q̇ − ẋTKp(xd − x) + ẋTKe(xe − x) (9.39)

注意，在式 (??) 中，我们使用了 xe 和 xd 是常数的事实，并且标量函数或对角矩阵的

转置等于该函数或矩阵。将式 (??) 代入式 (??) 并利用式 (??) 得到

V̇ = −q̇TF (q̇)− q̇TJT (q)KvJ(q)q̇ (9.40)

将斜对称性质（见第 2 章）应用于式 (??) 得到

V̇ = −q̇TF (q̇)− q̇TJT (q)KvJ(q)q̇ (9.41)

它是非正的。由于矩阵 J(q) 以及因此 JT (q)KvJ(q) 是非奇异的，V̇ 只能在 q̇ = 0 且因

此 q̈ = 0 的轨迹上保持为零（见第 1 章的拉萨尔定理）。将 q̇ = 0 和 q̈ = 0 代入式 (??)
并利用式 (??) 得到

JT (q)Ke(x− xe) = JT (q)Kp(xd − x) (9.42)

或等价地

xiss =
Kpixdi +Keixei
Kpi +Kei

(9.43)

其中下标 i 用于表示向量 x、xd、xe 的第 i 个分量以及矩阵 Kp 和 Ke 的第 i 个对角元

素。

上面的稳定性分析可以解释为意味着当任务空间坐标由式 (??) 给出时，机器人机
械臂将停止移动。也就是说，末端执行器的最终位置或稳态位置由式 (??) 给出，这在
单自由度情况下等价于由式 (??) 给出。为了获得施加在环境上的稳态力的第 i 个分量，

我们将式 (??) 代入式 (??) 的第 i 个分量，得到

fiss =
KpiKei

Kpi +Kei

(xdi − xei) (9.44)

因此末端执行器施加在环境上的稳态力由式 (??) 给出，这在单自由度情况下等价
于由式 (??) 给出。如在单自由度情况下一样，我们假设对于要力控制的任务空间方向，
Kei 远大于 Kpi。也就是说，式 (??) 中的稳态力可以近似为

fiss ≈ Kpi(xdi − xei) (9.45)
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因此，Kpi 可以被解释为在这些任务空间方向上指定机械臂的刚度。

如果机械臂在任务空间方向上不受约束，则相应的刚度常数 Kei 等于零。将 Kei = 0

代入式 (??) 得到
xiss = xdi (9.46)

这意味着对于不受约束的任务空间方向，我们获得了设定点控制；因此，在稳态下达到

期望的位置设定点。刚度控制器以及相应的稳定性结果都在表 9.2.1 中总结。
示例 9.2–3：笛卡尔机械臂的刚度控制器
我们希望为图 9.2.5 中给出的机器人机械臂系统设计并模拟一个刚度控制器。控制

目标是将末端执行器移动到期望的最终位置 vd = 3 m，同时施加 2 N 的最终期望法向
力。我们忽略表面摩擦（即 f2）和关节摩擦，并假设法向力（即 f1）满足关系

f1 = ke(u− ue) (9.47)

其中 u = 1√
2
(q1 − q2) 和 ke = 1000 N/m。机器人连杆质量被假定为单位质量，初始末端

执行器位置由下式给出

v =
1√
2
(q1 + q2) = 0 (9.48)

为了完成控制目标，表 9.2.1 中的刚度控制器由下式给出

τ = JT (−Kvẋ+Kpx̃) +G (9.49)

其中 τ、J、G 和 x 如示例 9.2.1 所定义，ud 定义为期望法向位置，增益矩阵 Kv 和 Kp

取为 Kv = kvI 和 Kp = kpI。对于这个示例，我们选择 kv = kp = 10，这将保证 kp ≪ ke，

如刚度控制公式所要求的那样。为了满足控制目标 fd1 = 2 N，我们利用式 (??) 来确定
期望法向位置。具体来说，将 fd1、ke 和 ue 的值代入

fd1 = kp(ud − ue) (9.50)

得到

2 = 10(ud −
1√
2
)

ud = 0.3414

图 9.2.7 所示的机械臂系统（图 9.2.5）的刚度控制器 (3) 的仿真结果表明，期望的
切向位置和法向力在约 4 秒内达到。

9.3 混合位置/力控制

第??节给出的刚度控制器的一个主要缺点是它只能用于设定点控制；换句话说，期
望的末端执行器机械臂位置和施加在环境上的期望力必须是常数。在许多机器人应用
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中，例如磨削，末端执行器必须跟踪沿物体表面的期望位置轨迹，同时跟踪施加到物体

表面的期望力轨迹。在这种类型的应用中，刚度控制器将不能充分执行；因此，必须使

用另一种控制方法。

所谓的混合位置/力控制器 [Chae et al. 1988] 和 [Raibert and Craig 1981] 可用于同
时跟踪位置和力轨迹。混合位置/力控制器的基本概念是通过任务空间公式将位置和力
控制问题解耦为子任务。正如我们所见，任务空间公式在确定哪些方向应该受力或位置

控制方面很有价值。也就是说，位置和力控制子任务很容易从任务空间公式中确定。在

确定控制子任务后，可以分别开发位置控制器和力控制器。

9.3.1 笛卡尔二连杆臂的混合位置/力控制

为了说明这种混合位置/力控制的概念，考虑图 9.3.1 给出的机器人机械臂系统。对
于这个应用，沿表面的位置和施加在表面上的法向力都应该被控制；因此，必须确定哪

些变量应该受力控制，哪些应该受位置控制。

根据第??节给出的任务空间概念，图 9.3.1 给出的机械臂系统的任务空间公式为

x =

[
q1

q2

]
(9.51)

任务空间雅可比矩阵由下式给出

J =

[
1 0

0 1

]
如式 (??) 所示，对于这个问题的任务空间和关节空间是等价的；因此，我们将在

整个问题中将关节变量称为任务空间变量。

为了为机械臂系统设计位置/力控制器，我们必须首先确定式 (??) 给出的任务空间
公式的动力学方程。使用这个任务空间公式并忽略关节摩擦，可以证明机械臂动力学为

Mq̈ +G+ f = τ (9.52)

其中 τ、M、G 和 f 如示例 9.2.1 所定义。式 (??) 表示的矩阵形式中的两个动力学方程
是

m1q̈1 +m1g + f1 = τ1 (9.53)

和

m2q̈2 + f2 = τ2 (9.54)

在制定混合位置/力控制器时，我们为式 (??) 和式 (??) 给出的动力学设计了单独
的控制器。如图 9.3.1 所示，沿任务空间方向 q2 的位置应该受位置控制；因此，我们应

该使用式 (??) 来设计位置控制器。[这很明显，因为式 (??) 给出的动力学不包含任务空
间变量 q2。]
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因为我们正在设计一个位置控制器来跟踪期望轨迹，我们将定义 “切向空间” 跟踪
误差为

e = qd2 − q2 (9.55)

其中 qd2 表示沿表面或切向表面的期望位置轨迹。位置控制器将是计算力矩控制器（见

第 3 章）
τ2 = m2(aM + kTvė+ kTpe) + f2 (9.56)

其中

aM = q̈d2 (9.57)

kTv 和 kTp 是正控制增益。将式 (??) 代入式 (??) 得到位置跟踪误差系统

ë+ kTvė+ kTpe = 0 (9.58)

利用 kTv 和 kTp 是正数的事实，我们可以对式 (??) 应用标准线性控制结果，得到

lim
t→∞

e = 0

因此，式 (??) 给出的控制器保证了渐近位置跟踪。注意，位置控制器需要测量关节位
置、关节速度和表面摩擦力；因此，从实现的角度来看，位置控制器中需要力测量。

式 (??) 给出的位置控制器将确保沿环境表面的良好位置跟踪；然而，我们还希望
控制施加在环境上的力。对于图 9.3.1 给出的机械臂系统，任务空间方向垂直于表面的
是 q1；因此，我们将假设在这个方向上环境可以被建模为弹簧。具体来说，施加在环境

上的法向力 f1 由下式给出

f1 = ke(q1 − qe) (9.59)

其中 ke 表示环境刚度，qe = 3。将式 (??) 关于时间的二阶导数得到表达式

f̈1 = keq̈1 (9.60)

其中法向任务空间加速度用设法向力的二阶导数来书写。将式 (??) 代入式 (??) 得到力
动力学方程

m1

ke
f̈1 + f1 = τ1 −m1g (9.61)

我们现在可以使用式 (??) 给出的力动力学方程来设计一个力控制器来跟踪期望的
力轨迹。首先，定义力跟踪误差为

ef = fd1 − f1 (9.62)

其中 fd1 表示要施加在环境上的期望法向力。与位置控制器类似，力控制器将是计算力

矩控制器

τ1 = m1g +
m1

ke
(aN + kNvėf + kNpef ) + f1 (9.63)
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其中

aN = f̈d1 (9.64)

kNv 和 kNp 是正控制增益。将式 (??) 代入式 (??) 得到力跟踪误差系统

ëf + kNvėf + kNpef = 0 (9.65)

利用式 (??) 中 kNv 和 kNp 是正数的事实，得到

lim
t→∞

ef = 0

因此，式 (??) 给出的控制器保证了渐近力跟踪。重要的是要认识到力控制器需要测量
法向力及其导数。因为力导数通常不用于测量，所以由式 (??) 制造，即

ḟ1 = keq̇1 (9.66)

因此，环境刚度和法向任务空间速度用于模拟力的导数。

9.3.2 N 连杆机械臂的混合位置/力控制

上一节给出的混合位置/力控制器可以通过使用任务空间公式概念轻松扩展到多自
由度情况。具体来说，可以开发一个反馈线性化控制，使机器人机械臂方程全局线性化，

然后开发线性控制器来跟踪期望的力和位置轨迹。

首先，控制设计者选择一个任务空间公式

x = h(q) (9.67)

使得法向和切向表面运动如第??节所讨论的那样被分解。式 (??) 给出的机器人动力学
然后用任务空间加速度表示，通过对式 (??) 关于时间求二阶导数得到

ẍ = J(q)q̈ + J̇(q)q̇ (9.68)

其中 J(q) 是式 (??) 中定义的任务空间雅可比矩阵。求解式 (??) 中的 q̈ 得到

q̈ = J−1(q)(ẍ− J̇(q)q̇) (9.69)

将式 (??) 代入式 (??) 得到

ẍ = J(q)M−1(q)(τ − Vm(q, q̇)q̇ −G(q)− F (q̇)) + J̇(q)q̇ − J(q)M−1(q)JT (q)f (9.70)

式 (??) 给出的动力学对应的反馈线性化控制由下式给出

τ =M(q)J−1(q)(a− J̇(q)q̇) + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) + JT (q)f (9.71)
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其中 a是一个 n× 1向量，用于表示线性位置和力控制策略，稍后将讨论。将式 (??)代
入式 (??) 后，我们有

ẍ = a (9.72)

从式 (??) 中，我们可以看到任务空间运动已经被全局线性化和解耦；因此，我们
可以为每个任务空间自由度独立设计位置和力控制器。具体来说，可以为表示切向运动

的任务空间变量设计线性位置控制器；此外，可以为表示法向力的任务空间变量设计线

性力控制器。

因为式 (??) 给出的动力学在任务空间中已经被解耦，我们将 x 的切向空间分量定

义为 xT i，其中下标 T 用于表示切向空间，下标 i 用于表示 xT 的第 i 个分量。根据这

个符号，式 (??) 的切向空间分量由下式给出

ẍT i = aT i (9.73)

其中 aT i 是第 i 个线性切向空间位置控制器。为了反馈控制的目的，我们定义切向空间

跟踪误差为

eT i = xTdi − xT i (9.74)

其中 xTdi 表示沿环境表面切向的第 i个期望位置轨迹。如上一节所示，相应的线性控制

器由下式给出

aT i = ẍTdi + kTviėT i + kTpieT i (9.75)

kTvi 和 kTpi 是第 i 个正控制增益。将式 (??) 代入式 (??) 得到位置跟踪误差系统

ëT i + kTviėT i + kTpieT i = 0 (9.76)

利用式 (??) 中 kTvi 和 kTpi 是正数的事实，得到

lim
t→∞

eT i = 0

因此，保证了渐近位置跟踪。

为了力控制的目的，我们将 x 的法向空间分量定义为 xNj，其中下标 N 用于表示

法向空间，下标 j 用于表示 xN 的第 j 个分量。根据这个符号，式 (??) 的法向空间分
量由下式给出

ẍNj = aNj (9.77)

其中 aNj 是第 j 个线性法向空间力控制器。如上一节所示，我们假设环境可以被建模为

弹簧。具体来说，施加在环境上的法向力 fNj 由下式给出

fNj = kej(xNj − xej) (9.78)

其中 kej 是环境刚度的第 j 个分量，xej 用于表示法向空间 xNj 方向上的环境静态位置。
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如对上一小节中的单自由度机器人所做的那样，在开发力控制器之前，我们必须制

定力动力学。对式 (??) 关于时间求二阶导数得到表达式

f̈Nj = kejẍNj (9.79)

其中法向任务空间加速度用第 j 个法向力的二阶导数来书写。将式 (??) 代入式 (??) 得
到力动力学

1

kej
f̈Nj = aNj (9.80)

为了反馈控制的目的，我们定义力跟踪误差为

efj = fNdj − fNj (9.81)

其中 fNdj 表示要垂直施加在环境上的期望力的第 j 个分量。如上一节所示，相应的线

性控制器由下式给出

aNj =
1

kej
(f̈Ndj + kNvj ėfj + kNpjefj) (9.82)

kNvj 和 kNpj 是第 j 个正控制增益。将式 (??) 代入式 (??) 得到力跟踪误差系统

ëfj + kNvj ėfj + kNpjefj = 0 (9.83)

利用式 (??) 中 kNvj 和 kNpj 是正数的事实，得到

lim
t→∞

efj = 0

因此，保证了渐近力跟踪。

混合位置/力控制器以及相应的稳定性结果都在表 9.3.1 中总结。

9.4 混合阻抗控制

阻抗控制基于这样的概念：控制器应用于调节机器人机械臂运动与施加在环境上的

力之间的动态行为 [Hogan 1987]，而不是分别考虑运动和力控制问题。使用这个概念，
控制设计者指定机械臂运动和施加在环境上的力之间的期望动态行为。这种期望行为有

时被称为目标阻抗，因为它用于表示运动和力之间的欧姆定律类型关系。

9.4.1 环境建模

正如 [Hogan 1987] 中所指出的，环境模型对任何力控制策略都是至关重要的。在前
面讨论的力控制策略中，环境简单地被建模为弹簧；然而，可以想象，简单的弹簧模型

可能不足以描述所有类型的环境。为了对多种类型的环境进行分类，我们使用线性传递

函数关系

f(s) = Ze(s)ẋ(s) (9.84)
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其中变量 s 是拉普拉斯变换变量，f 表示施加在环境上的力，ẋ 表示机械臂在环境接触

点的速度，Ze(s) 表示环境阻抗。目前，所有量都假定为标量函数；然而，在本节末尾，

我们将阻抗控制推广到多维情况。

量 Ze(s) 被称为阻抗，因为式 (??) 表示运动和力之间的欧姆定律类型关系。如在
电路理论中，环境阻抗可以分为不同的类别。为了进一步讨论阻抗控制，我们现在给出

三种常用的用于分类环境阻抗的类别。

定义 9.1. 当且仅当 |Z(0)| = 0 时，阻抗是惯性的。

惯性环境的说明由图 9.4.1a 给出。该图描绘了机器人机械臂以速度 ẋ 移动质量为

h 的载荷。相应的相互作用力由下式给出

f = hẍ

因此，利用式 (??) 得到惯性环境阻抗为

Ze(s) = hs (9.85)

我们可以通过应用定义??轻松验证这个阻抗确实是惯性的。

定义 9.2. 当且仅当 |Z(0)| = c 时，阻抗是电阻性的，其中 0 < c <∞。

电阻性环境的说明由图 9.4.1b 给出。该图描绘了机器人机械臂以速度 ẋ 穿过液体

介质。液体介质被假定为具有阻尼系数 b。相应的相互作用力由下式给出

f = bẋ

因此，利用式 (??) 得到电阻性环境阻抗为

Ze(s) = b (9.86)

我们可以通过应用定义??轻松验证这个阻抗确实是电阻性的。

定义 9.3. 当且仅当 |Z(0)| = ∞ 时，阻抗是电容性的。

电容性环境的说明由图 9.4.1c 给出。该图描绘了机器人机械臂以速度 ẋ 推动质量

为 h 的物体。物体被假定为具有阻尼系数 b 和弹簧常数 k。相应的相互作用力由下式给

出

f = bẋ+ k

∫
ẋdt

因此，利用式 (??) 得到电容性环境阻抗为

Ze(s) = b+
k

s
(9.87)

我们可以通过应用定义??轻松验证这个阻抗确实是电容性的。
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9.4.2 位置和力控制模型

正如我们在前一节中看到的，环境可以被建模为由式 (??) 中的力/速度关系定义的
阻抗。对于我们的阻抗控制公式，我们将假设环境阻抗是惯性的、电阻性的或电容性的。

问题就变成了：如何为给定的环境阻抗设计控制器？解决方案是通过制定机械臂阻抗模

型 Zm(s)[Anderson and Spong 1988] 来获得的。换句话说，在对环境建模之后选择机械
臂阻抗（或目标阻抗）。选择机械臂阻抗的标准与机械臂的动态性能有关。也就是说，选

择机械臂阻抗使得对阶跃输入（可能是力或速度命令）的稳态误差为零。正如我们将展

示的，如果机械臂阻抗是环境阻抗的对偶，就可以实现这个性能标准。

在完全阐述对偶概念之前，必须制定位置和力控制的模型。对于位置控制 [Anderson
and Spong 1988]，力与速度之间的关系由下式建模

f = Zm(s)(ẋd − ẋ) (9.88)

其中 ẋd 表示机械臂在环境接触点的输入速度，Zm(s) 表示机械臂阻抗。

如我们随后将展示的，机械臂阻抗 Zm(s) 被选择为通过对阶跃输入利用 x 和 ẋd 之

间的动态关系来 “归零” 稳态。为了确定 x 和 ẋd 之间的动态关系，我们将式 (??) 与式
(??) 组合，得到图 9.4.2 给出的位置控制框图。我们可以使用这个框图来说明对偶概念。
具体来说，我们检查稳态速度误差

Ess = lim
s→0

s(ẋd − ẋ) (9.89)

其中 ẋd(s) = 1/s 对于阶跃速度输入。利用图 9.4.2，我们可以很容易地证明式 (??) 可
以简化为

Ess = lim
s→0

Ze(s)

Ze(s) + Zm(s)
(9.90)

对于式 (??) 中的 Ess 等于零，Ze(s) 必须是非电容性阻抗 [即 Ze(s) 必须是惯性或

电阻性的]，Zm(s) 必须是非惯性阻抗。也就是说，如果惯性环境用非惯性机械臂阻抗进

行位置控制，而电阻性环境用电容性机械臂阻抗进行位置控制，则对速度阶跃输入可以

实现零稳态误差。上述术语 “对偶” 用于强调惯性环境阻抗可以用电容性机械臂阻抗进
行位置控制。

从上面的发展来看，很明显电容性环境不能被位置控制并保持零稳态误差规范。然

而，随后我们将展示电容性环境可以在保持零稳态误差规范的同时被力控制。关于力控

制，力与速度之间的动态关系被建模为 [Anderson and Spong 1988]

ẋ = Z−1
m (s)(fd − f) (9.91)

其中 fd 用于表示在环境接触点施加的输入力。

如我们随后将展示的，机械臂阻抗 Zm(s) 被选择为通过对阶跃输入利用 f 和 fd 之

间的动态关系来 “归零” 稳态。为了确定 f 和 fd 之间的动态关系，我们将式 (??) 与式
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(??) 组合，得到图 9.4.3 给出的力控制框图。我们可以使用这个框图来说明对偶概念。
具体来说，我们检查稳态力误差

Ess = lim
s→0

s(fd − f) (9.92)

其中 fd(s) = 1/s 对于阶跃力输入。利用图 9.4.3，我们可以很容易地证明式 (??) 可以
简化为

Ess = lim
s→0

Zm(s)

Ze(s) + Zm(s)
(9.93)

对于式 (??) 中的 Ess 等于零，Ze(s) 必须是非惯性阻抗，Zm(s) 必须是非电容性阻

抗。也就是说，如果电容性环境用非电容性机械臂阻抗进行力控制，而电阻性环境用惯

性机械臂阻抗进行力控制，则对力阶跃输入可以实现零稳态误差。术语 “对偶” 用于强
调电容性环境阻抗可以用惯性机械臂阻抗进行力控制。

上面的讨论可以由以下对偶原理总结。

对偶原理电容性环境用非电容性机械臂阻抗进行力控制，惯性环境用非惯性机械臂
阻抗进行位置控制，电阻性环境用惯性机械臂阻抗进行力控制或用电容性机械臂阻抗进

行位置控制。

注：读者可以通过交互式可视化工具理解阻抗控制的概念，调节虚拟刚度、
阻尼和质量参数，观察机器人对外力的顺应响应。

9.4.3 阻抗控制公式

既然我们已经展示了如何基于这个模型将环境和机械臂建模为阻抗，我们就基于这

个模型开发一个 “阻抗” 控制器。为了利用阻抗控制方法，控制设计者选择一个任务空
间公式

x = h(q) (9.94)

用于特定的位置/力控制应用。如第??节所示，我们可以证明力矩控制

τ =M(q)J−1(q)(a− J̇(q)q̇) + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) + JT (q)f (9.95)

得到线性方程组

ẍ = a (9.96)

其中 a 是一个 n× 1 向量，用于表示阻抗位置和力控制策略。

如式 (??) 所阐述的，任务空间运动已经被全局线性化；因此，我们可以为每个任
务空间自由度设计单独的位置和力控制器。也就是说，在每个由分量 xk 表示的任务空

间方向上，分配 xk 与相应环境力 fk 之间的环境阻抗关系。基于这种环境阻抗的分配，

对偶原理用于确定 a 的相应元素应该是力控制器还是位置控制器。在做出这个决定后，

然后使用式 (??) 和式 (??) 来获得 a 的特定位置和力控制分量。

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Impedance_Control.html
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作为将位置控制设计与力控制设计分离的手段，我们使用式 (??) 来定义在任务空
间方向上受位置控制的方程为

ẍpi = api (9.97)

其中下标 i 表示第 i 个受位置控制的任务空间变量，下标 p 表示位置控制。与受位置控

制的任务空间方向相关的环境力用 fpi 表示。

假设零初始条件，式 (??) 的拉普拉斯变换可以写成

sẋpi = api (9.98)

从式 (??) 给出的位置控制模型，我们也可以将式 (??) 的左侧写成

fpi = Zpmi(s)(ẋpdi − ẋpi) (9.99)

其中 Zpmi 是第 i 个受位置控制的机械臂阻抗。因此，将式 (??) 和式 (??) 相等得到第 i

个位置控制器

api = sẋpdi − sZ−1
pmi(s)L

−1{fpi} (9.100)

其中 L−1 用于表示逆拉普拉斯变换操作。

继续分离位置控制和力控制设计，我们使用式 (??) 来定义在任务空间方向上受力
控制的方程为

ẍfj = afj (9.101)

其中下标 j 表示第 j 个受力控制的任务空间变量，下标 f 表示力控制。与受力控制的

任务空间方向相关的环境力用 ffj 表示。

假设零初始条件，式 (??) 的拉普拉斯变换可以写成：

sẋfj = afj (9.102)

从式 (??) 给出的力控制模型，式 (??) 的左侧也可以写成

sZ−1
fmj(s)(ffdj − ffj) = afj (9.103)

或

sẋfj = Z−1
fmj(s)(ffdj − ffj) (9.104)

其中 Zfmj 是第 j 个受力控制的机械臂阻抗。因此，将式 (??) 和式 (??) 相等得到第 j

个力控制器

整体的 “混合” 阻抗控制策略通过将式 (??) 与式 (??) 和式 (??) 一起使用来获得。
这种混合阻抗控制策略在表 9.4.1 中总结。注意，高级控制器将用于选择要受位置或力
控制的任务空间分量，然后分配适当的机械臂阻抗。如对偶原理所阐述的，式 (??) 中
的机械臂阻抗 Zfmj 被分配为非电容性的，式 (??) 中的机械臂阻抗 Zpmi 被分配为非惯

性的。
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9.5 降维状态位置/力控制
如果一个刚性机械臂受到刚性环境的约束，自由度就会降低，因为机械臂末端执行

器不能穿过环境移动；因此，关于位置的一个或多个自由度会丢失。因此，当机械臂末

端执行器接触环境约束时，末端执行器和环境之间会产生相互作用力（有时称为约束

力）。这种 “减少” 位置自由度同时发展约束力的过程使人相信应该根据这一自然现象设
计位置/力控制器。

最近，研究人员开始制定一个理论框架 [McClamroch and Wang 1988]、[Kankaan-
ranta and Koivo 1988]，利用动力学中的经典结果将约束力的影响纳入机器人机械臂模
型。假设应该为接触刚性约束的刚性机械臂设计控制器的理由是，在大多数力控制应用

中，环境比机械臂刚硬得多。因此，假设机械臂是刚性的而环境是柔性的似乎不合理。

9.5.1 完整约束对机械臂动力学的影响

对于本节给出的控制器，我们假设环境约束是完整且无摩擦的。也就是说，我们假

设存在一个关节空间坐标中的约束函数 ψ(q)（一个 p× 1 向量函数）满足

ψ(q) = 0 (9.105)

式 (??) 给出的关系说明环境约束是完整的。假设约束函数的维度小于关节变量的
数量（即 p < n）。对于特定问题，从机器人运动学和环境配置中找到函数 ψ(q)。为了

阐明完整概念，我们现在给出一个示例。

示例 9.5–1：完整约束
我们希望为图 9.2–5 和 9.2–6 中给出的机器人/环境配置制定约束函数 ψ(q)。在这

两种配置中，关节空间的维度为 2，约束函数的维度为 1（即，约束是一维表面）。对于
图 9.2.5 给出的机械臂系统，约束函数由下式给出

1√
2
(q1 − q2)−

1√
2
= 0

对于图 9.2.6 给出的机械臂系统，约束函数由下式给出

1

4
q21 + q22 − 1 = 0

对于具有完整且无摩擦约束的通用 n 连杆机器人机械臂，约束机器人动力学可以

写成形式

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) + AT (q)λ = τ (9.106)

其中 λ 是一个 p× 1 向量，表示与约束相关的广义力乘数，约束雅可比矩阵 A(q) 是一

个 p× n 矩阵，定义为

A(q) =
∂ψ(q)

∂q
(9.107)
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如 [Kankaanranta and Koivo 1988] 中所述，我们假设 AT (q) 的 p 列在关节空间上

线性独立。此外，注意力变量 λ 独立于 q 和 q̇。

为了激励式 (??) 的来源，我们重新检查拉格朗日方程

d

dt

[
∂L

∂q̇

]
− ∂L

∂q
= τ (9.108)

其中受约束机器人机械臂的修正拉格朗日量由下式给出

L = K − P − λTψ(q) (9.109)

注意，式 (??) 中给出的拉格朗日量实际上与第 2 章中给出的拉格朗日量相同，因为

ψ(q) = 0

如式 (??) 所要求的。
从式 (??) 和式 (??) 中，我们可以看到机器人机械臂动力学方程的结构对于受约束

的机械臂与对于不受约束的机械臂相同，除了拉格朗日方程中替换 ψ(q) = 0 所产生的

任何新项之外。具体来说，式 (??) 给出的约束机器人机械臂方程是通过将式 (??) 代入
式 (??) 并利用恒等式

∂

∂q
(λTψ(q)) = AT (q)λ

得到的。

在我们开发降维状态位置/力控制器之前，我们简要地从启发式的角度解释位置和
力变量如何被降维。首先，注意对于式 (??) 给出的约束机器人动力学，变量 λ 用于表

示应该被控制的约束力。注意，λ 的维度是 p，根据定义，小于 n。在前面给出的环境

力公式中，力的维度被假定为等于 n。在这种方法中，我们能够减少必须控制的力的数

量，因为我们最初假设约束表面是无摩擦的。当然，在现实中，表面摩擦将存在于大多

数机器人力控制应用中；然而，它通常被视为干扰，因为这样的摩擦是所施加的法向接

触力的函数。

其次，我们检查式 (??)给出的机器人运动的位置约束。因为根据假设 ψ(q) = 0，我

们可以对式 (??) 关于时间求导得到

A(q)q̇ = 0 (9.110)

其中 A(q) 在式 (??) 中定义。式 (??) 给出的表达式给出了运动学速度约束的简洁形式。
从式 (??) 和式 (??) 给出的位置和速度约束，我们可以说明机械臂动力学属于在 R2n 中

由 C 定义的不变流形

C = {(q, q̇) : ψ(q) = 0, A(q)q̇ = 0}

也就是说，机器人机械臂的运动保持在由 C 定义的流形上。如 [McClamroch and Wang
1988] 中所述，流形 C 在 R2n 上是奇异的；因此，我们可以降低运动动力学的阶数。



第九章 力控制 255

9.5.2 降维建模和控制

由单个 n 关节非冗余机械臂受刚性环境约束组成的机器人系统具有 n − p 个运动

自由度。注意，然而，如式 (??) 给出的机械臂关节变量模型包含 n 个位置变量 (q)，结

合 p 个力变量 (λ)，使控制变量（即状态）的总数 n + p 超过控制输入的数量 n。在本

节中，我们展示了如何使用变量变换来降低动力学模型的状态，从而将控制变量的数量

从 n+ p 减少到 n。

降维模型可以通过用另一组独立坐标（称为约束空间坐标）表示式 (??) 给出的机
械臂动力学来获得，这组坐标将用 x 表示。预期 x 是一个 (n− p)× 1 关节空间坐标向

量。也就是说，x 是 q 的一个子集。

通过假设存在一个将约束空间向量 x[一个 (n− p)× 1 向量] 与关节空间向量 q 相关

联的 n× 1 向量函数 g(x) 来降低约束机器人模型。该函数由下式给出

q = g(x) (9.111)

其中函数 g(x) 必须被选择为使得

A(g(x))Σ(x) = 0 (9.112)

并且 n× (n− p) 雅可比矩阵 Σ(x) 定义为

Σ(x) =
∂g(x)

∂x
(9.113)

在由 x 给出的约束空间运动中包含 n− p 个独立行。

即使约束空间向量 x 的维度小于关节空间向量 q 的维度，通常也能够找到式 (??)
中给出的从 x 到 q 的函数映射。对于特定问题，式 (??) 给出的完整方程和机器人运动
学的代数关系用于找到 g(x)。还要注意，g(x) 的选择是非唯一的，并且式 (??) 中给出
的 g(x) 条件以及 Σ(x) 行的条件是相互关联的。具体来说，Σ(x) 包含 n − p 个独立行

的条件确保了解耦模型表示 n− p 个独立方程。式 (??) 中给出的 g(x) 条件用于确保由

λ 表示的力可以与由 x 表示的约束空间运动解耦。应该注意的是，由于约束被假定为完

整的，并且矩阵 AT (q)被假定为具有 p个线性独立的列，我们可以证明上述两个条件始

终成立。读者可以参考 [McClamroch and Wang 1988] 了解详情。
为了获得用约束空间坐标表示的降维动力学，我们首先对式 (??) 关于时间求导得

到

q̇ = Σ(x)ẋ (9.114)

其中 Σ(x) 在式 (??) 中定义。对式 (??) 关于时间求导得到

q̈ = Σ(x)ẍ+ Σ̇(x)ẋ (9.115)

在将式 (??)、式 (??) 和式 (??) 中的 q、q̇ 和 q̈ 分别代入式 (??) 后，我们得到降维
模型

M(x)Σ(x)ẍ+N(x, ẋ) + AT (x)λ = τ (9.116)
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其中

N(x, ẋ) = (Vm(x, ẋ)Σ(x) +M(x)Σ̇(x))ẋ+G(x) + F (x)

式 (??) 给出的降维模型的意义通过用 ΣT (x) 前乘式 (??) 来说明

M∗ẍ+N∗ = ΣT τ (9.117)

其中

M∗ = ΣTMΣ, N∗ = ΣTN

注意，式 (??) 中的接触力已被式 (??) 的结果移除，式 (??) 确保 AΣ = 0。式 (??) 给
出的模型是有用的，因为控制机械臂在约束表面上运动的动力学已经从 n 个微分方程

减少到 n− p 个微分方程；此外，运动已经与接触力解耦。这两个结果在后续位置/力控
制器的设计和稳定性分析中很重要。

在介绍降维状态位置/力控制器之前，我们给出一些关于位置/力跟踪问题的定义。
首先，约束位置跟踪误差定义为

e = xd − x (9.118)

我们假设期望的约束空间轨迹及其前两个导数，分别用 xd、ẋd 和 ẍd 表示，都是有界函

数。我们还假设期望的力乘数轨迹 λd 是一个已知的界函数，由此定义了相应的力乘数

跟踪误差变量

eλ = λd − λ (9.119)

降维状态位置/力控制器是一个反馈线性化控制器；因此，需要精确了解机器人动
力学。降维状态控制器 [McClamroch and Wang 1988] 是

τ =MΣ(ẍd +Kvė+Kpe) +N + AT (λd +Kfeλ) (9.120)

其中 Kv 和 Kp 是对角、正定的 (n− p)× (n− p) 矩阵，Kf 是对角、正定的 p× p 矩阵。

为了确定位置误差和力跟踪误差的稳定性类型，我们将式 (??) 代入式 (??) 得到

MΣ(ë+Kvė+Kpe) + AT (eλ +Kfeλ) = 0 (9.121)

用 ΣT 前乘式 (??) 得到

M∗(ë+Kvė+Kpe) = 0 (9.122)

作为式 (??) 的结果。因为 ΣT (x) 在约束空间运动中包含 n− p 个独立列，M(x) 是一个

正定对称矩阵，M∗ 是一个正定对称矩阵。因此，我们可以用 M∗−1 前乘式 (??) 得到

ë+Kvė+Kpe = 0 (9.123)

因为 Kv 和 Kp 是对角正定矩阵，可以对式 (??) 应用标准线性控制论证，得到

lim
t→∞

e = 0 (9.124)
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为了获得力跟踪误差的稳定性结果，我们将式 (??) 代入式 (??) 得到

AT (I +Kf )eλ = 0 (9.125)

其中式 (??) 中的 I 是 p× p 单位矩阵。因为 AT (x) 的 p 列被假定为线性独立的，复合

矩阵 (I +Kf ) 是一个正定对角矩阵，我们可以将式 (??) 写成

lim
t→∞

eλ = 0 (9.126)

如式 (??) 和式 (??) 所阐述的，式 (??) 给出的降维状态位置/力控制器对约束位置
误差和力跟踪误差都产生了渐近稳定性结果。降维状态位置/力控制策略在表 9.5.1中总
结。

9.6 总结

在本章中，给出了几种用于刚性机器人的位置/力控制策略。目的是按时间顺序记
录力控制的发展。一些新的研究领域，如执行器动力学、传感器动力学、关节柔性、机

械臂动态不确定性、表面不确定性和环境影响对位置/力控制器性能的影响，现在正在
被许多研究人员研究。在解决了其中一些问题之后，可以期望看到机器人机械臂更频繁

地用于力控制应用。
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习题

第 9.2 节

9.2–1 对于图 9.2.6 中给出的机械臂，使用新的表面函数找到施加在环境表面上的
法向力和切向力相关的任务空间雅可比矩阵

1

4
q21 + q22 = 1

9.2–2 为图 9.2.5 中给出的机器人机械臂系统设计并模拟一个刚度控制器，表面函
数由下式给出

1

2
q1 − q2 = 5

控制目标是将末端执行器移动到 qd2 = 0.3 m 的期望最终位置，同时施加 2 N 的最终期
望法向力。忽略表面和关节摩擦，并假设法向力满足关系

f1 = ke(u− ue)

其中 ke = 100 N/m，ue 是到表面的静态法向距离。机器人连杆质量可以假定为单位质
量，而初始末端执行器位置被假定为由下式给出

v =
1√
2
(q1 + q2) = 0

第 9.3 节

9.3–1 由于混合位置/力控制策略的位置和力误差系统是线性的，讨论如何选择控
制器增益来改变机械臂末端执行器的性能。

9.3–2 为图 9.2.5 中给出的机器人机械臂系统设计并模拟一个混合位置/力控制器，
表面函数由下式给出

1√
2
q1 +

1√
2
q2 − 5 = 0

控制目标是使末端执行器沿表面轨迹移动

vd = sin(t) m

同时施加期望法向力

fd1 = 1 + e−t N

忽略表面和关节摩擦，并假设法向力满足关系

f1 = ke(u− ue)
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其中 ke = 1000 N/m，ue 是到表面的静态法向距离。机器人连杆质量可以假定为单位质
量，而初始末端执行器位置被假定为由下式给出

u =
1√
2
(q1 − q2) = 0

9.3–3 解释为什么混合位置/力控制策略实际上是一种位置控制策略。

第 9.4 节

9.4–1 假设对于力或位置控制，机械臂阻抗被选择为

Zm(s) = h+ Zr(s)

其中 h 是正常数，Zr(s) 是一个适当稳定的传递函数。使用上述机械臂阻抗，证明混合

阻抗控制器只需要测量关节位置、关节速度和接触力。

9.4–2 为图 9.2.5 中给出的机器人机械臂系统设计一个混合阻抗控制器，表面函数
由下式给出

1√
2
q1 +

1√
2
q2 −

3√
2
= 0

忽略表面和关节摩擦，并假设法向力和切向力满足关系

f1 = ke(u− ue) + beu̇

其中 ke = 10 N/m，be = 1 N-s/m，ue 是到表面的静态法向距离。
9.4–3 明确展示如何使用表 9.4.1 找到示例 9.4.1 中的方程 (6)。

第 9.5 节

9.5–1 为图 9.2.6 中给出的机器人机械臂系统设计一个降维状态控制器。
9.5–2 对于在问题 9.5–1 中开发的控制器，展示法向力（即 f1）如何与力乘数（即

λ）相关，以及降维运动变量（即 x）如何与沿表面的运动（即 v）相关。
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Chapter 10

机器人控制实现与软件

机器人操控器研究的多样性以及相关的硬件/软件系统的复杂要求，一直是软件开发者
面临的挑战。因此，许多先前开发的软件控制平台复杂、昂贵且对用户不太友好。尽管

以前的几个平台被设计为提供基于开放架构的系统，但很少被重复使用。为了解决以往

的缺点，本章描述了一个名为机器人平台（Robotic Platform）的软件控制平台的设
计和实现。机器人平台是一个用于机器人操控器应用的开放式软件开发平台。它包括硬

件接口、伺服控制、轨迹生成、3D仿真、图形用户界面和数学库。与分布式解决方案不
同，机器人平台在单一硬件平台上、使用单一编程语言（C++）和单一操作系统实现所
有这些组件，同时保证硬实时性能。这种设计产生了一个开放架构，它不那么复杂、更

容易使用和扩展，并建立在以下最先进的技术和通用组件之上，以进一步提高简单性和

可靠性：i) PC 技术，ii) QNX 实时操作系统，iii) Open Inventor 和 STL 库，iv) 面向对
象设计，v) 易于使用、先前开发的低级控制环境。

10.1 引言

由于软件控制平台的构建需要覆盖广泛学科领域的构建模块（见图 10.1.1），因此创
建一个可以被研究人员用于不同应用的通用平台是非常理想的。考虑到机器人应用的多

样性和研究领域，这项任务变得更加具有挑战性，因为机器人操控器供应商通常向用户

专有的硬件组件上运行的专有机器人控制语言。由于缺乏专有机器人控制语言的灵活性

和性能，以前的一些工作侧重于在常用编程语言之上构建机器人控制库（RCCL [?] 和
ARCL [?] 就是这种库的例子）。

虽然以前的许多软件方法通过使用通用编程语言实现了新的灵活性和性能水平，但

在 80 年代和 90 年代初期开发的许多软件控制平台由于当时操作系统和硬件组件的限
制而本质上是复杂的。也就是说，大多数操作系统不支持实时编程，因此促进了 RCI [?]
和 Chimera [?] 等项目的发展。此外，过程式编程语言如”C” 在复杂项目的可重用性方
面往往达到极限。此外，那个时代硬件组件的有限性能迫使系统开发者利用分布式架构
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（参见 [?]、[?] 和 [?]），集成了专有硬件和软件的混合体。
除了分布式系统的明显优势（例如，更大的可扩展性和更强的计算能力）之外，还

有几个缺点。具体来说，分布式架构显著增加了软件的复杂性。此外，网络连接上的硬

实时行为通常需要昂贵的专有硬件。总的来说，硬件成本也更高；此外，用户必须熟悉

不同的硬件架构和操作系统。尽管许多软件控制平台试图灵活、可重构和开放，但这些

平台很少被重复使用（与非机器人平台如 Open Inventor 或 Corba 相比）。显然，工程
师认为从头开始开发他们的应用程序更快、更容易。事实上，正如许多研究人员所指出

的，过去安装、学习和修改先前开发的软件控制平台的学习曲线非常陡峭。

在过去十年中，计算领域发生了许多创新。具体来说，面向对象软件设计 [?]的出现
促进了更复杂项目的管理，同时也促进了代码重用和灵活性。例如，RIPE [?]、MMROC+
[?]、OSCAR [?] 和 ZERO++ [?] 等机器人控制库在机器人编程中利用了面向对象技术。
工程界还见证了用于 PC 的类 Unix 实时操作系统的 proliferation [?]，这有利于用专有
硬件组件替换实时控制 [?]。
同样，在硬件领域，工程界见证了高速、低成本 PC、快速 3D 图形视频板和经济

型运动控制卡的出现。因此，PC 平台现在提供了多功能功能，从而使复杂的软件架构
和专有硬件组件变得多余。由于这些技术进步，QMotor 机器人工具包（QMotor RTK）
[?]被开发出来。QMotor RTK是最早将实时操控器控制和图形用户界面（GUI）集成在
单个 PC 上的软件控制平台之一。尽管 QMotor RTK 有许多优点，但由于其所基于的
实时操作系统（即 QNX4）的限制，它缺少一些功能。例如，它缺乏 3D 仿真能力，并
且不支持线程的使用。

在 1990年代末，领先的实时软件开发公司QSSL发布了QNX6 [?]（即QNX6/Neutrino
操作系统），对 QNX4 进行了重大升级。这种基于微内核的操作系统可能是目前最先进
的实时操作系统；此外，它还有用于软件开发和多媒体应用的附加组件。QNX6 的新特
性极大地促进了 QMotor RTK 升级版本的潜在能力，事实上，QMotor RTK 被完全转
换为一个名为机器人平台 [?] 的新软件控制平台。本章的其余部分通过检查机器人平台
的优点、设计和操作，提供其广泛的概述。需要强调的是” 广泛” 这个词，因为在一本
书的一章中详细解释如何为机器人操控器开发软件控制平台实际上是不可能的。尽管如

此，希望本章能让读者更好地了解相关的复杂性。

10.2 工具与技术

鉴于最近的技术进步，下一代软件控制平台应该将伺服控制回路、轨迹生成、任务

级程序、GUI 程序和 3D 仿真集成在统一的软件架构中，这似乎几乎是显而易见的。也
就是说，下一代软件控制平台应该利用单一硬件平台（例如 PC）、单一操作系统（例如
QNX6 实时操作系统 [?]）和单一编程语言（例如 C++ [?]）。这种下一代软件控制平台
的优点如下：
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图 10.1.1：机器人软件控制平台的构建模块

图 10.1: 机器人软件控制平台的构建模块

简单性。统一的非分布式架构比分布式异构架构要小得多、简单得多。它更容易安
装、理解和扩展。简单性对于激励代码在不同应用中的重用至关重要。

性能。统一的非分布式架构还确保高性能和硬实时行为，因为进程间通信的开销最
小。

各级灵活性。平台的每个组件都对扩展和修改开放。许多过去的平台在某些级别上
利用了开放架构，但其他级别是在专有硬件上实现的，因此无法修改。

成本。机器人平台比分布式平台需要更少的硬件组件。基本上，一台带有一个或多
个输入/输出（I/O）板的 PC 就足够了。此外，与其他硬件平台相比，PC 硬件非常经
济实惠。

为了更详细地解释这些优点并说明机器人平台如何降低软件开发和复杂性，现在检

查用于开发机器人平台的通用工具和技术。从硬件引擎即标准桌面 PC 开始讨论似乎是
合乎逻辑的。由于其在消费市场的普及，标准桌面 PC 在过去 20 年中发生了巨大的变
化。过去，只有昂贵的工作站提供了控制机器人系统所需的处理能力，而 PC 已经赶上
甚至超过了工作站的性能 [?]。与 UNIX 工作站相比，基于 PC 的系统允许更多的硬件
和软件组件种类。此外，这些组件和 PC 本身通常比其 UNIX 对应物便宜；此外，PC
是一个众所周知、大多数软件开发人员都感到舒适的平台。

任何软件控制平台的第二个最重要的部分是操作系统。由于可靠性对于机器人操

作极其重要，因此选择了 QSSL 的 QNX6 实时操作系统 [?]。QNX6 的编程接口符合
POSIX 标准，是第一个结合以下特性的平台：
硬实时。QNX6 提供硬实时响应（例如，它可以在一定频率下执行控制循环而不会

落后）。实时功能集成在微内核中。

自主开发。软件开发和执行在同一环境和同一 PC 上进行。
快速 3D 图形。QNX6 提供硬件加速 3D 支持，这是机器人工作单元图形仿真所需

的。

线程。QNX6 支持进程的并发执行，即线程。
设备驱动架构。在 QNX6 下开发设备驱动程序非常容易，这是集成不同机器人硬

件所需的。
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成本。QNX6也非常经济实惠，因为它对非商业用途免费，并且在低成本的标准 PC
上运行。

任何软件控制平台的第三个最重要的部分或设计方面是编程理念。对于开发机器人

操控器控制软件，面向对象编程比过程式编程有三个主要优点。首先，它提供了语言结

构，使得编程界面更加容易。例如，矩阵乘法可以用简单的”*” 表示，类似于 MATLAB
编程。其次，面向对象编程允许系统架构非常灵活但又非常简单。也就是说，系统的

组件（类）可以具有内置的默认行为和默认设置。使用这种默认行为和/或默认设置可
以让程序员减少代码大小。然而，程序员仍然可以为特定应用程序覆盖默认行为。最

后，面向对象编程通过促进独立于特定实现的组件的开发来支持泛型编程（例如，通用

类”Manipulator” 可以与不同类型的操控器一起工作）。
所有这些优点都基于面向对象编程的一般概念，如抽象、封装、多态性和继承 [?]。

正如本章后面将要展示的，这些面向对象设计概念产生了一个直观的系统架构。正如人

们所期望的，选择的语言是 C++，因为它提供了面向对象概念的整个范围，同时保持
高性能 [?]（例如，可以使用模板和内联函数在机器人平台中创建高度通用和优化的代
码）。

当使用强大的面向对象库如 STL [?] 时，C++ 和面向对象编程的能力可以进一步
增强。STL 提供了标准数据结构（例如，列表、向量等）和算法。这些标准数据结构和
算法简化了编程工作，因为这些工具在常见编程任务中经常被需要。STL 的数据结构非
常通用，因为它们可以与不同的数据类型一起使用（即模板编程）。

软件控制平台的最后一个设计方面与机器人专家如何与系统交互有关。具体来说，

机器人专家如何为仿真目的设置对象的动画，以及如何实现和调整控制算法。对于仿真

动画，使用了 Open Inventor [?]。Open Inventor 由 Silicon Graphics 开发，是一个用于
创建 3D 图形和动画的面向对象 C++ 库。Open Inventor 最大限度地减少了开发工作，
因为它能够加载以虚拟现实建模语言（VRML）格式创建的 3D 模型 [?]。有各种软件包
可以促进 3D VRML 模型的构建。这些包可用于快速创建机器人组件的图形表示。机器
人平台利用 Open Inventor 的内置功能来设置这些组件的动画。Open Inventor 还提供
了高级功能，如对象拾取，这在操作界面编程中非常有用。

对于控制实现，使用了 QMotor [?]，因为它允许用户建立实时控制循环、记录数据、
调整控制参数和绘制信号。由于 QMotor 支持面向对象编程，QMotor 控制程序可以直
接集成到机器人平台的类设计中。

10.3 机器人平台的设计

10.3.1 概述

机器人平台的每个组件（例如，示教器、轨迹生成器等）都由一个 C++ 类建模。
C++类定义结合了与该组件相关的数据和函数。例如，类”Puma560”包含与 Puma 560
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机器人相关的数据（例如，当前关节位置）以及与 Puma 560 机器人相关的函数（例如，
启用机械臂电源）。因此，机器人平台的设计源于以有意义和直观的方式将数据和函数

分组到多个类中。类还可以通过从基类派生来使用另一个类的功能和数据的一部分。机

器人平台的类包括 GUI 组件和用于图形仿真的 3D 模型。这些类型的组件传统上出现
在不同的程序中（例如，参见 RCCL 机器人仿真器 [?]）。然而，通过将它们包含在同一
个类中，可以实现用户界面、3D 建模和其他功能部分之间的紧密集成。

为了为不同的应用程序提供新功能，用户创建新类。通常，新类是从一个已存在的

类派生出来的，以最小化编码工作。这个过程称为继承，它极大地促进了代码重用并消

除了冗余。

为了说明类如何从彼此派生，使用了类层次结构图。机器人平台的主类层次结构图

如图 10.3.1 所示。每个箭头从派生类指向父类。列出的类越靠右，它必须变得越具体。
列出的类越靠左，它必须变得越通用。机器人平台的类可以分为以下几类（注意，下面

讨论的一些类没有显示在图 10.3.1 中，因为它们的类层次结构将在后面讨论）：
核心类。类 RoboticObject、FunctionalObject 和 PhysicalObject 通过定义所

有机器人对象的总体行为来构建机器人平台的核心。这些类本身可以作为任何机器人系

统的基础。

通用机器人类。从核心类派生的是一些通用机器人类。这些类（例如，ServoControl、
Manipulator 和 Gripper）不能被实例化。相反，这些类作为基类实现通用功能，同时
向程序员呈现通用接口（即，这些类可用于创建独立于特定硬件或特定算法的程序）。

特定机器人类。从通用机器人类派生的是实现特定硬件的类（例如，类 Puma560实
现 Puma 560 机器人）或特定功能组件（例如，类 DefaultPositionControl 实现比例
积分微分（PID）位置控制器）。

ControlProgram 类。这个类是所有实时控制循环的基础。
工具类。工具类管理常见任务（例如，管理配置文件）。

对象管理器。对象管理器监督系统中存在的所有对象和类。

数学库。数学库由用于矩阵、向量、变换、滤波器、微分器和积分器的类组成。

操控器模型库。操控器模型库由对操控器的运动学和动力学行为进行建模的类组
成。

在机器人控制程序中，用户从类实例化对象。实例化对象时，为对象保留内存，对

象初始化自身。用户可以根据需要从同一类创建任意数量的对象。例如，通过简单地创

建两个 Puma560 类的对象，就可以操作两个 Puma 机器人。一旦创建了对象，用户就
可以使用它们的功能。对象管理器维护所有当前存在对象的列表。通过对象管理器，可

以在多个对象上启动功能（例如，关闭所有对象）。场景查看器（Scene Viewer）是机器
人平台的默认 GUI。它包含查看机器人工作单元 3D 场景和列出所有对象的窗口。整体
运行时架构如图 10.3.2 所示。

在机器人系统中，不同的组件彼此相关。为了反映这一事实，在对象之间建立了对
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图 10.3.1：机器人平台的类层次结构

图 10.2: 机器人平台的类层次结构

图 10.3.2：机器人平台的运行时架构

图 10.3: 机器人平台的运行时架构

象关系。例如，对象可以指定它们之间的物理连接。对象关系通过 C++ 指针实现到相
关对象。示例场景中的对象关系如图 10.3.3 所示。

图 10.3.3：示例场景中的对象关系

图 10.4: 示例场景中的对象关系

10.3.2 核心类

类 RoboticObject是所有类的基类。它定义了一个通用接口（即，可以与机器人平
台的所有类一起使用的一组函数）。例如，程序可以使用 startShutdown() 函数来指示
Puma560 类或 Gripper 类的对象关闭。具体来说，以下通用功能在类 RoboticObject
中定义（另见图 10.3.4）：
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错误处理。每个对象必须指示其错误状态。

交互式命令。每个对象可以定义一组交互式命令（例如，” 打开夹爪”），这些命令
将显示在场景查看器的对象弹出菜单中。

配置管理。每个对象可以使用全局配置文件进行设置。此外，每个对象还可以有一
个本地对象配置文件。

关闭行为。每个对象都能够关闭自身。

GUI 控制面板。每个对象都能够创建一个控制面板。
消息处理器。每个对象都有一个可以解释自定义消息的消息处理器。

线程管理。每个对象指示其操作是否需要额外的线程，并且还提供执行这些额外线
程的函数。

注意，实际功能通常在派生类中实现。然而，类 RoboticObject 也实现了简单的
默认功能。此功能通过让从类 RoboticObject 派生的所有类在需要时接管此默认功能
的能力来支持代码重用和简单性。表 10.3.1 显示了所有函数及其默认行为。

图 10.3.4：RoboticObject 类

图 10.5: RoboticObject 类

类 PhysicalObject 从类 RoboticObject 派生。它是代表物理对象（例如，操控
器、传感器、夹爪等）的所有类的基类。它为这些类定义了一个通用接口，如图 10.3.5
和表 10.3.2 所示。具体来说，以下通用功能在 PhysicalObject 中定义：

3D 可视化。每个物理对象可以创建其 Open Inventor 3D 模型。场景查看器循环遍
历所有物理对象以创建整个 3D 场景。

对象连接。物理对象可以将另一个对象指定为安装位置。通过使用这种对象关系，
场景查看器在正确的位置绘制对象（例如，绘制安装在机器人操控器末端的夹爪）。

位置和方向。位置/方向信息指定对象在场景中的绝对位置（或安装位置，如果指
定了对象连接）。

仿真模式。每个物理对象可以锁定在仿真模式中。也就是说，对象不执行任何硬件
I/O（即，其行为只是仿真的）。

类 FunctionalObject 不包含任何功能；但是，它用于构建其他类。例如，功能类
（如类 TrajectoryGenerator）是从类 FunctionalObject 派生的。
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图 10.3.5：PhysicalObject 类

图 10.6: PhysicalObject 类

10.3.3 机器人控制类

任何机器人工作单元的核心组件是操控器。Manipulator类是一个通用类，定义了具
有任意数量关节的操控器的通用功能。从 Manipulator类派生的是 DefaultManipulator
类，它包含操控器的默认实现。DefaultManipulator 类是一个模板类（即，它以关节
数量作为参数）。表 10.3.3 说明了通用编程接口和默认实现。从 DefaultManipulator
类派生的是实现特定操控器类型的类。目前，支持三种操控器：Puma 560 机器人、IMI
机器人 [?] 以及 Barrett 全臂操控器（WAM）[?]（包括 4 连杆和 7 连杆配置）。关于这
些机器人操控器特定控制实现的更多信息可以在 [?] 和 [?] 中找到。
为了仿真操控器，需要它们的动力学模型。此外，对于笛卡尔控制，需要正向/反向运

动学和雅可比矩阵的计算。所有这些函数都位于 ManipulatorModel类中。ManipulatorModel
类的类层次结构和通用接口如图 10.3.6 所示。

DefaultManipulator 类创建实时控制循环，但它不包含伺服控制算法。伺服控制
算法包含在 ServoControl 类或其派生类的单独对象中。ServoControl 类是一个通用
类，定义了伺服控制的通用属性和功能。也就是说，伺服控制从操控器对象获取当前位

置，并计算实现控制任务所需的输出控制信号（例如，将操控器伺服到期望的设定点）。

从 ServoControl类派生的是 DefaultPositionControl类，它在关节空间和笛卡
尔空间中包含具有摩擦补偿的 PID 位置控制。DefaultManipulator 类中的控制循环首
先确定操控器的当前位置，然后调用 ServoControl 类的 calculate() 函数。伺服控
制作为单独对象的优点是用户可以在操控器移动时切换多个伺服控制算法。

轨迹生成也在一个单独的类中执行。TrajectoryGenerator类定义了通用轨迹生成
器的接口。轨迹生成器是创建连续设定点流并将其转发给伺服控制对象的任何对象。轨

迹生成器必须实现自己的循环，以便轨迹生成器可以独立运行，并以与伺服控制中使用

的频率不同的频率运行。伺服控制调用轨迹生成器的 getCurrentSetpoint()函数来确
定当前期望位置。还可以定义多个轨迹生成器并在操控器移动时在它们之间切换。

QueueTrajectoryGenerator类从 TrajectoryGenerator类派生，以实现通用接口
和创建沿经由点和目标点的轨迹的轨迹生成器的通用功能（即，实现了运动队列管理
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功能）。从 QueueTrajectoryGenerator类派生的是 DefaultTrajectoryGenerator类。
这个类是轨迹生成器的具体实现，可以在关节空间和笛卡尔空间中进行插值，包括在经

由点处两段运动之间的路径混合。表 10.3.4 显示了默认轨迹生成器的接口。
Puma560 或 WAM 等类自动创建默认轨迹生成器和默认伺服控制，以方便用户。但

是，如果需要，用户可以切换到不同的轨迹生成器或伺服控制。图 10.3.7 说明了在典型
场景中操控器对象、伺服控制对象和轨迹生成器对象如何协同工作。

图 10.3.6：ManipulatorModel 类

图 10.7: ManipulatorModel 类

图 10.3.7：操控器伺服控制和轨迹生成的对象设置

图 10.8: 操控器伺服控制和轨迹生成的对象设置

10.3.4 外部设备类

除了与特定操控器相关的类之外，还有一些其他类可用于机器人应用。具体来说，

这些类使机器人操控器能够通过夹爪、机器手等工具与其他物理对象进行接口。这些外

部设备类如下：

夹爪（Gripper）。Gripper类是夹爪的通用接口。基本上，它定义了 open()、close()
和 relax() 函数。
默认夹爪（DefaultGripper）。DefaultGripper 类假设两个数字输出线控制夹爪，

一个数字线打开夹爪，一个关闭它。

Barrett 手（BarrettHand）。这是一个操作 Barrett 手 [?] 的类。这个类允许用户
移动三个手指中的每一个到特定位置，并控制展开运动。
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力/力矩传感器（ForceTorqueSensor）。这个类定义了力/力矩传感器的通用接口。
也就是说，它定义了读取力和力矩的函数。

ATI 力传感器（AtiFTSensor）。这个类是 ATI 工业自动化 Gamma 30/100 力/力
矩传感器的具体实现。

工具更换器（ToolChanger）。ToolChanger 类是工具更换器的通用接口。基本上，
它定义了 lock()、unlock() 和 relax() 函数。

默认工具更换器（DefaultToolChanger）。DefaultToolChanger 类假设一个数字
输出线控制工具更换器的锁定功能，另一个线控制解锁功能。

静态对象（StaticObject）。StaticObject 类的对象除了指定其 3D 模型外没有其
他功能。它可以用于向 3D 场景添加桌子或工件等对象。

10.3.5 工具类

与任何复杂的软件系统一样，需要实用程序用于通信目的和向用户提供系统相关信

息。为此，在机器人平台中使用了几个单独的通用工具类。这些工具类如下：

状态（Status）。Status 类提供了堆叠状态消息的功能。它向用户返回详细的状态
报告。每个类都有一个 Status 类的数据成员，指示对象的状态。

客户端（Client）。Client 类简化了向单独任务或线程发送消息。
服务器（Server）。Server 类是 Client 类的对应类，简化了接收消息和回复消息。
配置（Config）。Config 类处理 ASCII 格式的配置文件。
IO 板客户端（IOBoardClient）。IOBoardClient类允许与 I/O板通信（例如，提

供编码器读数、写入 D/A 值、读取 A/D 值、设置和读取数字输入/输出）。
锁（Lock）。Lock 类在两个线程之间提供互斥。

10.3.6 配置管理

机器人平台利用一个全局配置文件，由对象管理器和对象解析以确定系统配置。默

认情况下，这个文件称为 rp.cfg。对象管理器在由 shell 变量 RP_CONFIG_PATH 指定的
路径中搜索此文件。通过使用选项-config <filename> 启动机器人平台程序，可以指
定不同的文件名和路径作为配置文件。现在讨论配置文件的格式。对于每个对象，配置

文件列出括号中的对象名称、对象的类名称以及一些附加设置（见图 10.3.8）。表 10.3.5
列出了可能的对象设置及其由 RoboticObject 和 PhysicalObject 类定义的相关成员
函数。派生类可用于定义附加设置。

10.3.7 对象管理器

对象管理器实现为 ObjectManager 类，处理系统中的所有对象。每次创建新对象
时，它都会向对象管理器注册自己。同样，每次销毁对象时，它都会从对象管理器维护
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图 10.3.8：示例全局配置文件

图 10.9: 示例全局配置文件

的对象列表中删除。对象管理器包含遍历此列表的必要功能，因此允许对多个对象执行

操作。例如，场景查看器检索从 PhysicalObject 类派生的所有对象的列表。此列表检
索操作允许场景查看器渲染每个对象，从而渲染整个 3D 场景。

对象管理器还维护机器人平台中使用的所有类的列表。此功能对于促进通用编程至

关重要。具体来说，通用代码仅利用提供通用接口的组件；因此，当使用具有不同实现

的组件时，通用代码不需要更改。也就是说，相同的代码可用于许多具体实现，因此有

助于代码重用（例如，通用轨迹生成器可与不同类型的操控器一起使用）。幸运的是，

C++ 利用类继承和虚函数来促进通用编程。为了说明这个概念，请考虑图 10.3.9 中所
示的类层次结构的一部分。

图 10.3.9：通用 Manipulator 类及其派生类

图 10.10: 通用 Manipulator 类及其派生类

以下通用代码片段演示了如何编写操控器独立程序，使其可以与 Puma 机器人、
WAM、IMI 或将来可能添加的任何机器人一起工作：

Listing 10.1: 通用操控器编程示例

Manipulator ∗manipulator ;
ObjectManager om;

manipulator = om. c rea teDer ivedObjec t<Manipulator >(” l e a d e r ” ) ;
// 根据全局配置文件中 ” l e a d e r ”下指定的内容
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// 创建Puma、 IMI或WAM对象

// 现在，我们可以进行通用操作
manipulator−>enableArmPower ( ) ;
Transform t = manipulator−>ge tCur r en tCa r t e s i anPo s i t i on ( ) ;

为了在 C++ 中利用通用编程，上述代码创建派生类的对象（例如，Puma 类或 WAM
类的对象），并通过指向通用基类的指针操作对象（即，Manipulator *manipulator）。
对象管理器的 createDerivedObject()函数用于创建 Puma560、Barrett Arm、WAM或
IMI 类的对象。为了创建正确的对象，createDerivedObject() 函数在全局配置文件中
查找对象名称（见图 10.3.8）。然后，createDerivedObject()函数从配置文件中读取对
象的类名称，并创建此类的一个对象。因此，当使用现有的通用程序时，只需更改全局

配置文件中的类名称即可切换到不同的操控器类型。

10.3.8 并发/通信模型

与机器人操控器系统软件开发相关的固有问题之一是并发问题。也就是说，虽然对

于许多工程系统来说作为单个任务运行就足够了，但机器人系统需要组件（例如，伺服

控制）与其他组件（例如，轨迹生成器）并发执行。机器人平台通过在同一个 PC 上运
行所有并发任务来解决这个问题。应该注意的是，由于 QNX6支持对称多处理，因此可
以将任务分布在多个处理器上。

图 10.3.10：为并发创建新线程

图 10.11: 为并发创建新线程

机器人平台的前身 QMotor RTK [?] 执行多个程序以在单个处理器上实现并发。虽
然这个概念促进了模块化，但管理多个程序的启动和终止是不方便的。相比之下，使用

机器人平台的应用程序被编译并链接到单个程序中。如果需要并发执行，此程序会生成

线程。一旦程序终止，所有线程自动终止。图 10.3.10 说明了用户程序如何生成多个线
程的示例。在程序启动时，只有线程 1 正在执行。在机器人平台库初始化时，创建了一
个执行 3D 场景查看器的新线程。然后，用户使用操控器类的新对象。此操控器对象的
创建会自动生成用于伺服控制循环的第三个线程。因此，第一个线程可以继续计算操控
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器的目标点，而伺服控制循环和场景查看器在后台运行。为了确保时间关键任务的实时

行为，线程以不同的优先级运行（例如，伺服控制循环以高优先级 27 运行）。
由于线程访问相同的地址空间，因此可以通过使用此地址空间轻松执行线程之间的

通信。但是，同步此访问以避免数据结构的损坏非常重要。通过使用 Lock 类为在多个
线程之间共享的数据访问提供互斥来实现同步。

10.3.9 绘图与控制调整能力

调整低级控制器和轨迹规划算法以及调试的问题在许多以前开发的软件控制平台

中通常没有被解决。然而，鉴于准确定位诸如机器人操控器之类的多自由度系统的复杂

性，这是一个极其重要的问题。为了解决这个问题，机器人平台利用 QMotor 进行低级
算法开发。QMotor [?] 是一个用于实现和调整控制策略的综合环境。QMotor 包括：i)
用于硬件访问的客户端/服务器架构，ii) 用于创建控制程序的 C++ 库，iii) 用于控制参
数调整、数据记录和绘图的自定义 GUI。

图 10.3.11：QMotor 控制参数窗口

图 10.12: QMotor 控制参数窗口

为了与硬件通信，QMotor 使用在后台运行并以固定速率执行硬件 I/O 的硬件服
务器。有不同的 I/O 板服务器可用（例如，ServoToGo 板、Quanser MultiQ 板和 ATI
力/力矩传感器接口板）。硬件服务器的使用提供了抽象的客户端/服务器通信接口，使
得客户端可以使用不同的服务器执行相同的通用操作。因此，可以通过简单地启动不同

的服务器快速重新配置系统以使用不同的 I/O 板。对于编写控制程序，QMotor 提供了
一个定义 ControlProgram 类的库。为了实现实时控制循环，用户从 ControlProgram
类派生一个特定类，并定义执行控制计算和必要内务处理的几个函数。一旦实现了控制

程序并编译完成，用户可以启动 QMotor GUI，加载控制程序，启动它，并从控制参数
窗口（见图 10.3.11）调整控制策略。此外，用户可以打开多个绘图窗口（见图 10.3.12）
并设置记录参数。

为了将 QMotor用于机器人平台，DefaultManipulator等类是从 ControlProgram
类派生的。因此，这些类继承了控制程序的功能（即，实时执行、数据记录和与 GUI 通
信）。如果从 ControlProgram 类派生一个类，基类 RoboticObject 会自动创建一个新
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图 10.3.12：QMotor 绘图窗口

图 10.13: QMotor 绘图窗口

的执行线程，在后台运行控制循环。QMotor 最初设计为一次加载和调整一个控制程序。
也就是说，要切换到不同的控制程序，必须停止并卸载当前的控制程序。机器人平台设

计为同时启动和运行多个控制循环；因此，有必要升级 QMotor。具体来说，QMotor 现
在可以将自己附加到正在执行的控制程序，而不是加载和启动控制程序。此 QMotor 修
改现在允许机器人平台中的以下操作场景。用户首先启动控制程序。此控制程序创建几

个执行实时控制循环的线程。然后，用户可以启动 QMotor GUI 并将其附加到任何控制
程序。一旦 QMotor GUI 附加到控制程序，就可以更改控制参数并绘制数据。

10.3.10 数学库

过去的机器人控制库经常引入它们自己特定的机器人类型数据。大多数这些数据类

型基于向量或矩阵（例如，齐次变换是一个 4x4 矩阵）。因此，使用通用的 C++ 矩阵
库并在其上定义机器人类型更为可行。大多数用于 C++ 的矩阵库使用动态内存分配，
这冒着失去确定性实时响应的风险 [?]。因此，使用动态内存分配的库的大缺点是它们
不能在机器人平台的大部分中使用。为了克服这个问题，为机器人平台开发了特殊的实

时矩阵类，使用模板表示矩阵大小。这意味着矩阵大小在编译时已知，不需要动态内存

分配。除了适用于实时应用之外，此解决方案还产生高度优化的代码。也就是说，由于

使用模板和内联函数，矩阵类可以像直接编程一样快。具体来说，通过优化实现，两个

2x2 矩阵的乘法 C = A ∗B 与编写以下代码一样快：

Listing 10.2: 矩阵乘法优化示例

c11=a11 ∗ b11 + a12 ∗ b21 ;
c12=a11 ∗ b12 + a12 ∗ b22 ;
// . . . 等等

另一个优点是编译器可以在编译时检查正确的矩阵大小（例如，在编译期间检测到

两个大小不兼容的矩阵的矩阵乘法）。图 10.3.13、表 10.3.6 和表 10.3.7 说明了矩阵类
的类层次结构、类型类和数据类型。MatrixBase、VectorBase、Matrix、ColumnVector
和 RowVector 类以元素的数据类型为参数。默认的元素数据类型是 double，这是机器
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人平台的标准浮点数据类型。MatrixBase 和 VectorBase 类是纯虚基类，允许操作未
知大小的矩阵和向量（在通用操控器编程期间需要未知大小的矩阵和向量）。

图 10.3.13：矩阵类的类层次结构

图 10.14: 矩阵类的类层次结构

除了矩阵、向量和变换类之外，ButterworthFilter、Differentiator和 Integrator
类也是数学库的一部分。ButterworthFilter 类用于低通滤波。Differentiator 类通
过反向差分法加低通滤波实现数值微分。最后，Integrator 类利用梯形法进行数值积
分。用户可以从 Integrator 类派生一个特定类以实现更高级的积分方法。两个类都以
数据类型为参数（即，它们适用于标量、向量和矩阵）。

10.3.11 错误管理和前端 GUI

每个对象负责维护适当的错误状态。如果发生致命错误，任何对象都可以请求对象

管理器关闭系统。例如，当控制力矩超过其限制时可能就是这种情况。对于此类系统关

闭，对象管理器遍历系统中的所有对象并调用它们的 startShutdown()函数。然后，对
象管理器等待所有对象完成其关闭。对象关闭的完成由 isShutdownComplete()函数指
示。

图 10.4.1：矩阵类示例程序

图 10.15: 矩阵类示例程序

机器人平台的前端 GUI 组件是用 C++ GUI 类库 QWidgets++ 开发的。QWid-
gets++ 允许在 GUI 程序中使用面向对象技术。GUI 由三部分组成：
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• 场景查看器（Scene Viewer）：是默认的监控 GUI，在每个机器人平台程序启动
时自动打开。

• 控制面板：每个类都可以有自己的控制面板。控制面板从场景查看器打开。

• 实用程序：几个实用程序（例如，手动移动程序和示教器程序）有 GUI。

机器人平台前端 GUI 的操作在下一节中进一步解释。

10.4 机器人平台的操作

10.4.1 场景查看器和控制面板

当执行在机器人平台内部运行的程序时，场景查看器窗口打开。场景查看器窗口显

示整个 3D 场景，并允许用户打开一个显示当前运行对象列表的窗口（见图 10.4.2）。为
了创建 3D 场景，场景查看器循环遍历从 PhysicalObject 类派生的所有对象，并调用
get3DModel() 函数以获取该对象的 Open Inventor 3D 数据。然后，场景查看器使用对
象连接关系（由 PhysicalObject 类的 setConnection() 函数指定）在正确的位置显
示 3D 对象（例如，显示安装在机器人操控器末端的夹爪）。此外，场景查看器用所有对
象的当前状态连续更新 3D 场景（例如，它使用机器人操控器的当前关节位置在正确的
位置显示机器人关节）。因此，场景查看器窗口中渲染的 3D 场景始终代表实际硬件的
当前状态（在仿真模式下，表示硬件的仿真状态）。为了选择最佳观看位置，用户使用

鼠标在 3D场景中导航。用户可以旋转视图、前后移动，还可以存储/恢复期望的观看位
置。此外，用户可以隐藏场景中的对象以提高帧率。可以同时打开许多不同的场景查看

器窗口，从不同的观看位置同时查看 3D 场景。用户还可以打开对象查看器窗口以显示
当前正在实例化的所有对象的列表。

图 10.4.2：场景查看器和对象列表窗口

图 10.16: 场景查看器和对象列表窗口

每个对象还有一个单独的弹出菜单（见图 10.4.3）。如果用户：i) 在场景查看器渲染
区域中右键单击对象，或 ii) 在对象查看器窗口中右键单击条目，则会出现此弹出菜单。
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与弹出菜单相关的选项可用于在渲染区域中隐藏对象并选择线框或实体显示。此外，弹

出菜单显示在对象的特定类中定义的交互式命令。例如，夹爪对象有额外的菜单项来打

开、关闭和放松夹爪。最后，用户可以从对象弹出菜单中打开控制面板。图 10.4.5 显示
了 Barrett WAM 的控制面板作为示例。每个控制面板出现在一个新窗口中。

图 10.4.3：对象弹出菜单

图 10.17: 对象弹出菜单

图 10.4.5：WAM 类的控制面板

图 10.18: WAM 类的控制面板

10.4.2 用于移动机器人的实用程序

为了促进低级算法开发，必须创建用于移动机器人的实用程序。例如，手动移动实

用程序（见图 10.4.6）是一个让用户能够测试机器人操控器低级伺服控制的程序。具体
来说，手动移动实用程序包含每个关节的滑块。当用户可以用鼠标移动滑块时，选定的

机器人操控器关节立即跟随命令的用户输入。

示教器（见图 10.5.1）实现了一个低级零重力控制器，允许用户将机器人操控器关
节物理定位在任何位置。一旦用户将机器人操控器关节移动到期望的目标位置，此位置

可以存储在机器人操控器位置列表中。示教器利用机器人平台的轨迹生成器将机器人操

控器移动到存储的位置。这样，用户可以使机器人操控器循环通过所有或部分存储的位

置。
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图 10.4.6：手动移动实用程序

图 10.19: 手动移动实用程序

图 10.4.5：示教器

图 10.20: 示教器

10.4.3 编写、编译、链接和启动控制程序

控制程序首先被编译，然后链接到机器人平台库。整个机器人平台（即，所有类和

场景查看器）都包含在一个库中。如前所述，机器人平台可以通过添加新类轻松扩展。

如果扩展特定于某个控制程序，则可以将类添加到相关控制程序的代码中。如果扩展在

不同的控制程序中使用，则将此新功能添加到机器人平台库可能更方便。为了反映对预

先存在的编译和链接程序的扩展，机器人平台库被构造为动态库（即，程序在启动时加

载库）。因此，在用新功能扩展库之后，示教器等程序将利用新功能（例如，示教器将能

够操作新操控器类型）。

图 10.4.6 显示了一个简单的拾取和放置操作示例控制程序的清单。每个机器人平
台控制程序必须首先调用 RoboticPlatform::init()。此函数初始化机器人平台并启
动场景查看器。命令行参数传递给 RoboticPlatform::init()，以便任何机器人平台
程序都可以用某些默认命令行选项启动（见表 10.4.1）。此外，这些选项也可以通过使
用表 10.4.1 第三列中列出的函数从 C++ 代码控制。调用 RoboticPlatform::init()
后，用户的程序创建相关机器人任务所需的所有对象（即，创建夹爪对象、Puma 560
对象和轨迹生成器对象）。如果在命令行中指定了-wait 选项，则在用户程序执行
RoboticPlatform::start() 函数之前不会启动控制循环。此函数等待用户按下启动
按钮。此功能是必需的，因为它使用户能够在启动控制循环之前启动 QMotor GUI、设
置控制参数和选择记录模式。示例程序的最后部分利用轨迹生成器对象和夹爪对象将机
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器人移动到工件，关闭夹爪，拾取工件，并将其放置在目标位置。

表 10.1: 机器人平台程序的默认命令行选项
选项 描述 C++ 等效
-config <file> 指定配置文件 setConfigFile()
-wait 等待用户启动 setWaitForStart()
-simulation 强制仿真模式 setSimulationMode()
-log 启用数据记录 setLogging()

Listing 10.3: 简单的拾取和放置程序

// 简单的拾取和放置操作
#inc l ud e ” Robot icPlat form . hpp”

void main ( i n t argc , char ∗ argv [ ] )
{

Robot icPlat form : : i n i t ( argc , argv ) ;

Puma560 puma ; // 创建Puma560对象
Defau l tGr ipper g r i pp e r ; // 创建夹爪对象

De fau l tTra j e c to ryGene ra to r t ragen ; // 创建轨迹生成器

Robot icPlat form : : s t a r t ( ) ; // 等待用户启动

// 移动到工件位置
t ragen . moveTo ( 0 . 3 , 0 . 2 , 0 . 1 ) ;
g r i pp e r . c l o s e ( ) ; // 关闭夹爪

// 拾取工件
t ragen . moveTo ( 0 . 3 , 0 . 2 , 0 . 1 5 ) ;

// 移动到目标位置
t ragen . moveTo ( 0 . 5 , 0 . 4 , 0 . 1 ) ;
g r i pp e r . open ( ) ; // 打开夹爪

}
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10.5 编程示例

10.5.1 仿真与实现的比较

一个非常有趣的选项是将轨迹生成器创建的设定点转发给两个操控器。通过这种方

式，可以比较两个具有相同运动学的操控器的运动，或者可以将真实操控器的行为与动

态仿真进行比较。后一种应用在图 10.5.1 的程序中实现。首先，创建两个 Puma560 类
的对象，并将其中一个对象配置为仿真模式。然后，两个对象都连接到同一个轨迹生成

器以接收相同的设定点。

Listing 10.4: 将相同轨迹转发给两个机器人的示例

#inc l ud e ” Robot icPlat form . hpp”

void main ( i n t argc , char ∗ argv [ ] )
{

Robot icPlat form : : i n i t ( argc , argv ) ;

// 创建两个Puma560对象
Puma560 rea lRobot ;
Puma560 s imulatedRobot ;

// 将第二个对象配置为仿真模式
s imulatedRobot . setSimulat ionMode ( t rue ) ;

// 创建轨迹生成器
De fau l tTra j e c to ryGene ra to r t ragen ;

// 将两个机器人连接到同一个轨迹生成器
rea lRobot . s e tTra j e c t o ryGene r a t o r (& tragen ) ;
s imulatedRobot . s e tTra j e c t o ryGene ra t o r (&tragen ) ;

// 移动到几个位置进行比较
f o r ( i n t i = 0 ; i < 5 ; i++) {

t ragen . moveTo( i ∗ 0 . 1 , i ∗ 0 . 1 , i ∗ 0 . 0 5 ) ;
}

}
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10.5.2 虚拟墙壁

这是如何创建自定义伺服控制的一个很好的示例。它还演示了操控器模型函数和数

学库的使用。虚拟墙壁是操控器工作空间中的虚拟平面，一旦操控器移动到墙壁中就会

产生反作用力。给定具有平面方程的平面（使用齐次坐标）：

nT · x+ d0 = 0 (10.1)

其中 n 是平面的法向量，d0 是距原点的距离。如果 xEndEffector 是当前末端执行器

位置，则

d = nT · xEndEffector + d0 (10.2)

使用控制律

τ = JT · (−Kd · ẋ−Kp · n · d) (10.3)

创建了一个阻止机器人移动到墙壁中的关节力矩。

要实现新的伺服控制算法，需要从 ServoControl 类派生一个类（见图 10.5.2 中的
第 (1)行）。上述虚拟墙壁函数在计算控制输出的 calculate()函数中实现。在 main()
函数中，像往常一样创建机器人对象。此外，还创建了虚拟墙壁伺服控制类的对象（见

图 10.5.2 中的第 (2) 行）。最后，指示机器人对象使用新的伺服控制而不是默认位置控
制，并启用重力补偿以允许机器人被推动（见图 10.5.2 中的第 (3) 行）。

Listing 10.5: 虚拟墙壁示例

#inc l ud e ” Robot icPlat form . hpp”

// (1 ) 从 ServoContro l派生新类
c l a s s Vi r tua lWal lSe rvo : pub l i c ServoContro l
{
p r i v a t e :

Vector<3> n ; // 平面法向量
double d0 ; // 距原点的距离
double Kp, Kd ; // 增益

pub l i c :
V i r tua lWal lSe rvo ( ) {

n (0 ) = 1 . 0 ; n ( 1 ) = 0 . 0 ; n ( 2 ) = 0 . 0 ;
d0 = 0 . 5 ;



284 第十章 机器人控制实现与软件

Kp = 10 0 . 0 ; Kd = 1 0 . 0 ;
}

vo id c a l c u l a t e ( ) {
// 获取当前末端执行器位置
Transform T = manipulator−>ge tCur r en tCa r t e s i anPo s i t i on ( ) ;
Vector<3> x = T. g e tPo s i t i o n ( ) ;

// 计算到平面的距离
double d = dot (n , x ) + d0 ;

// 计算雅可比矩阵
Matrix <6,6> J = manipulator−>getJacob ian ( ) ;

// 计算末端执行器速度
Vector<6> xd = J ∗ manipulator−>g e t J o i n tV e l o c i t i e s ( ) ;

// 虚拟墙壁控制律
Vector<3> F ;
i f ( d < 0) { // 墙壁内

F = −Kd ∗ xd . getSubVector ( 0 , 3 ) − Kp ∗ n ∗ d ;
} e l s e {

F = ze r o s ( 3 ) ;
}

// 计算关节力矩
Vector<6> tau = J . t r an spo s e ( ) ∗ F ;

// 输出控制力矩
output = tau ;

}
} ;

vo id main ( i n t argc , char ∗ argv [ ] )
{

Robot icPlat form : : i n i t ( argc , argv ) ;
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Puma560 puma ;

// (2 ) 创建虚拟墙壁伺服控制对象
Vir tua lWal lSe rvo s e rvo ;

// ( 3 ) 设置新的伺服控制并启用重力补偿
puma . s e tSe rvoCont ro l (& se rvo ) ;
puma . enableGravityCompensat ion ( ) ;

Robot icPlat form : : s t a r t ( ) ;
}

10.6 总结

机器人平台是一个支持实现广泛机器人应用的软件框架。与过去基于分布式架构的

软件控制平台不同，机器人平台呈现了一个统一的、非分布式的面向对象架构。也就是

说，基于 PC 技术和实时操作系统 QNX6，所有非实时和实时组件都集成在一个 C++
库中。机器人平台的架构提供了设备、控制策略、轨迹生成和 GUI组件的高效集成和可
扩展性。此外，使用机器人平台实现的基于软件的控制系统价格低廉且提供高性能。机

器人平台还建立在 QMotor 控制环境之上，用于数据记录、控制参数调整和实时绘图。
实时数学库简化了操作并提供了一个易于使用的编程接口。内置的 GUI 组件如场景查
看器和控制面板使机器人平台的操作变得容易，并为不熟悉 C++ 编程的用户提供了快
速的上手时间。
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附录 A

机器人运动学与雅可比矩阵回顾

前言

此处我们回顾机器人学入门课程中所需的基本知识，包括机器人运动学、臂雅可比

矩阵以及笛卡尔位置描述方法。本回顾内容详尽，因为具有系统理论与控制背景但尚未

接触过这些内容的读者可能需要详细参考。文中给出了多个示例，这些示例将在全书的

设计与仿真中使用。

A.1 A.1 基本操作器几何

本节介绍一些基本的手臂几何结构。机器人手臂或操作器由一系列通过臂连杆在空

间上分隔的关节组成。关节是手臂运动发生的地方（类似于人类的手腕和肘部），而连

杆具有固定结构（类似于人类的前臂）。因此，连杆在关节之间维持固定的关系。[尽管
连杆可能是柔性的（即可能弯曲），但在此忽略柔性效应。]

关节可以由电机或液压执行器驱动。机器人关节有两种类型，涉及两种运动方式：

• 旋转关节（R）：允许绕旋转轴旋转运动，例如人类肘部。

• 移动关节（P）：允许伸展或伸缩运动，例如伸缩式汽车天线。

移动连杆没有拟人化的类比。操作器的关节变量是关节的可变参数。对于旋转关节，

变量是角度，记为 θ；对于移动关节，它是长度，记为 d。

图 A.1.1 展示了一些基本的臂几何结构。
RRR 铰接臂（图 A.1.1a）类似于人类手臂；PPP 笛卡尔臂（图 A.1.1e）与操作器

工作空间中使用的坐标紧密相关，通常使用笛卡尔坐标 (x, y, z) 描述要执行的任务。工

作空间是末端执行器在机器人执行所有可能运动时扫过的总体积。
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旋转关节的关节轴是旋转 θ 发生的轴。（旋转方向使用右手螺旋定则确定：如果右

手弯曲的手指指示旋转方向，拇指指示旋转轴的方向。）对于移动关节，它是伸缩动作 d

发生的轴。臂关节轴的相对方向决定了其基本属性。

图 A.1.1c 所示的 RRP 操作器称为 SCARA（选择性柔性装配机器人手臂）。它与
图 A.1.1b 所示的 RRP 球形臂结构非常不同，因为其关节轴全部平行。另一方面，球形
臂的关节轴交于一点。

工业实例：

• RRR 臂：PUMA 和 Cincinnati-Milacron T3 735 操作器

• 球形 RRP 臂：斯坦福操作器

• SCARA RRP 臂：AdeptOne

• RPP 臂：GMF M-100

• PPP 臂：Cincinnati-Milacron T3 龙门机器人

许多工业机器人是串联连杆操作器，因为它们由一系列通过驱动关节连接的连杆组
成。基座称为连杆 0，最后一个连杆由工具或末端执行器终止。许多机器人有六个关节，
对应于在三维空间中获得末端执行器的任意位置和姿态所需的六个自由度。

如 PUMA 560 这样的臂有六个旋转关节。在这样的臂中，关节可以分为两组，每
组三个关节。前三个关节可用于将末端执行器放置在三维工作空间内的任意位置。后三

个关节可用于在该位置获得末端执行器的任意姿态。在 PUMA 560 中，关节 4、5 和 6
的轴交于一点且相互正交。这使得末端执行器定向变得方便。后三个关节称为腕部机构
（见示例 A.2.4）。

A.2 A.2 机器人运动学

本节回顾机器人操作器的运动学，包括臂 A 矩阵、齐次变换、T 矩阵、正向和逆向

运动学，以及关节空间和笛卡尔坐标。文中给出了多个说明性示例。

A.2.1 A 矩阵

给定关节变量的值，能够指定连杆相对于彼此的位置非常重要。这通过使用操作器

运动学方程来实现。

我们可以为每个连杆 i 关联一个固定在该连杆上的坐标系 (xi, yi, zi)（见图 A.2.1）。
一个标准且一致的方法是 Denavit-Hartenberg（D-H）表示法。固定在连杆 0（即操作器
基座）上的框架称为基座坐标系或惯性坐标系。
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坐标系 i− 1 与坐标系 i 之间的关系由变换矩阵给出：

Ai =


cos θi − sin θi cosαi sin θi sinαi ai cos θi
sin θi cos θi cosαi − cos θi sinαi ai sin θi
0 sinαi cosαi di

0 0 0 1

 (A.2.1)

连杆 i 的 A 矩阵中的大多数参数是固定的：

• αi：连杆 i 的扭转角

• ai：连杆 i 的长度

这些参数在臂制造商的规格表中给出。

关节参数为：

• θi：关节角度

• di：关节偏移量

如果关节 i 是旋转关节，则关节变量为 θi，di 为规格表中给出的常数。如果连杆是

移动关节，则 di 是关节变量，θi 为规格表中提供的常数。对于移动关节，参数 ai 定义

为零，因为连杆长度是变量，由 di 描述。

根据 D-H 约定，对于旋转关节，旋转 θi 发生在 zi−1 轴周围。对于移动关节，di 沿

zi−1 轴发生。因此，连杆坐标系被认为是附加在连杆的外端。

A 矩阵 Ai 仅是单个变量的函数，即关节变量 θi 或 di，因为 Ai 中的所有其他参数

对于特定关节是固定的。如果操作器有 n 个连杆，则关节变量向量 q 是由单个关节变

量组成的 n 向量。因此，q 通常是角度 θi 和长度 di 的组合。例如，对于 RRP 臂：

q =
[
θ1 θ2 d3

]T
(A.1)

q 的分量记为 qi；即，一般关节变量 qi 可以根据情况表示角度 θi 或长度 di。

A.2.2 齐次变换

A 矩阵是以下形式的齐次变换矩阵：

Ai =

[
Ri pi

0 1

]
(A.2.2)

其中 Ri 是旋转矩阵，pi 是平移向量。因此，如果 ir 是相对于连杆 i 的坐标系描述

的点，则同一点相对于连杆 i− 1 的框架的坐标 i−1r 由下式给出：[
i−1r

1

]
= Ai

[
ir

1

]
(A.2.3)
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齐次变换是一个 4× 4 矩阵，因此它可以描述旋转和平移；因此，在给定坐标系中

描述位置的向量是 4 向量。它们的形式为：[
x y z 1

]T
(A.2.4)

其中 (x, y, z) 是帧 i 中的点的坐标。

A.2.3 臂 T 矩阵

要获得相对于基座（即连杆 0）框架的点的坐标，我们可以使用矩阵：

Ti = A1A2 · · ·Ai (A.2.7)

然后，给定相对于连杆 i 的附加框架表达的点的坐标 ir，同一点在基座框架中的坐

标由下式给出： [
0r

1

]
= Ti

[
ir

1

]
(A.2.8)

我们称 Ti 为运动学变换链。我们定义臂 T 矩阵为：

T = Tn = A1A2 · · ·An (A.2.9)

其中 n 是操作器中的连杆数。然后，如果 nr 是相对于最后一个连杆的坐标，则该

点的基座坐标为： [
0r

1

]
= T

[
nr

1

]
(A.2.10)

这是一个重要的关系，因为 nr——第 n 帧中物体的坐标——可以表示物体相对于

工具或末端执行器的位置。因此，这对于指定要执行的任务非常重要。

A.2.4 正向运动学

末端执行器相对于操作器基座框架的位置和姿态通过评估臂 T 矩阵给出。传统上，

这个齐次变换表示为：

T =

[
n o a p

0 0 0 1

]
=

[
R p

0 1

]
(A.2.11)

因此，末端执行器参考框架轴的方向由旋转矩阵 R = [n o a] 相对于基座坐标描述，

末端执行器框架的原点在基座坐标中的位置为 p。

3 向量 n、o、a 和 p 定义如下：

• a（approach 向量）：末端执行器的接近向量

• o（orientation 向量）：指定手部方向的方向向量，从指尖到指尖
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• n（normal 向量）：选用来使用 n = o× a 完成右手坐标系定义的向量

• p：指定 (n, o, a) 框架原点相对于基座框架的位置向量

因此，(n, o, a) 是附加在末端执行器上的 (x, y, z) 笛卡尔坐标系相对于基座的坐标。

关节空间与笛卡尔空间：

• q 是末端执行器位置和姿态的关节空间描述

• (n, o, a, p) 是笛卡尔或任务空间描述

机器人臂运动学问题如下：给定关节变量 q，找到操作器末端的笛卡尔位置和姿态。

因此，运动学问题涉及将给定关节变量转换为基座坐标中表达的末端执行器笛卡尔位置

和姿态。

注：读者可以通过交互式可视化工具探索正运动学与逆运动学的关系，观察
关节角度与末端位置的映射，以及多解性问题。

A.3 A.3 操作器雅可比矩阵

给定从关节变量 q(t) ∈ Rn 到 y ∈ Rp 的一般非线性变换：

y = h(q) (A.3.1)

我们定义与 h(q) 相关的雅可比矩阵为：

J(q) ≡ ∂h(q)

∂q
(A.3.2)

正如我们刚刚看到的，雅可比矩阵在反馈线性化中很有用，因此在机器人操作器控

制中也很重要。它还是我们在坐标系之间转换速度、加速度和力的手段。

A.3.1 速度和加速度的变换

由于：

ẏ =
∂h

∂q
q̇ = J(q)q̇ (A.3.3)

雅可比矩阵允许我们将速度从关节空间转换到”y 空间”。让我们讨论 y(t) 是笛卡尔

速度的特殊情况。则 J(q) 称为操作器雅可比矩阵。
通常将广义笛卡尔速度定义为：

ẏ =

[
v

ω

]
(A.3.4)

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Forward_Inverse_Kinematics.html
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其中 v = [vx vy vz]
T 是线速度，ω = [ωx ωy ωz]

T 是角速度。例如，ωx 表示绕 x 轴的

角速度。因此，y 有六个分量，臂雅可比 J 是一个 6× n 矩阵，n 是操作器中的关节数。

如果 n = 6，雅可比是方阵。

使用 (A.3.3)，我们可以获得微分运动变换的表达式。令 dq = [dq1 · · · dqn]T 为关节
空间中的微分运动，dqi——如果关节 i 是旋转关节，则为小旋转；如果关节 i 是移动关

节，则为小线位移。令：

dy =
[
dx dy dz δx δy δz

]T
(A.3.5)

在同一笛卡尔坐标中描述相同的微分运动，[dx dy dz]T 是微分线运动，[δx δy δz]T

表示微分旋转。

根据 (A.3.3)，其中 ẏ = dy/dt 和 q̇ = dq/dt，我们看到：

dy = J dq (A.3.6)

其中 J 是关联关节空间和笛卡尔空间的雅可比矩阵。

加速度的变换通过对 (A.3.3) 微分得到：

ÿ = J̇ q̇ + Jq̈ (A.3.7)

A.3.2 力的变换

为了发现静态力在坐标系之间的变换，考虑以下情况。关节空间中施加的广义力/扭
矩产生的微分运动 dq 所产生的虚功为：

δW = τTdq (A.3.8)

其中 τ 是臂控制力/扭矩的 n 向量，dq = [dq1 · · · dqn]T 是关节变量的微分变化。如
果在另一个坐标系中力的描述是 F，位置的描述是 y，我们也必须有：

δW = F Tdy (A.3.9)

现在考虑 (A.3.6)，我们可以写成：

τTdq = F TJ dq = (JTF )Tdq (A.2)

因此，从力到扭矩的变换由下式给出：

τ = JT (q)F (A.3.10)

当 y(t) 是笛卡尔位置时，我们定义笛卡尔广义力为 6 向量：

F =

[
fc

τc

]
(A.3.11)
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其中 fc = [fx fy fz]
T 是笛卡尔力 3 向量，τc = [τx τy τz]

T 是表示笛卡尔扭矩的 3 向
量。例如，τx 表示绕 x 轴施加的扭矩。

如果臂有六个连杆且雅可比是非奇异的，则从广义扭矩到广义力的变换由下式给

出：

F = J−T (q)τ (A.3.12)

雅可比的奇异性通常发生在操作器工作空间的极端位置。

注：读者可以通过交互式可视化工具观察雅可比行列式随位形的变化，理解
奇异位形的物理意义及其对运动控制的影响。

A.3.3 笛卡尔位置描述

现在有必要面对机器人学中一个令人困惑的问题。考虑方程 (A.3.2)。不幸的是，当
讨论从关节空间到笛卡尔空间的变换 h(q) 时，这个方程只能被解释为符号的便利，而

不是严格的数学公式。原因虽然广义笛卡尔速度 (A.3.4) 和加速度以及广义笛卡尔力
(A.3.11) 是合法的 6 向量，但在方便地指定广义笛卡尔位置 y(t) 方面存在问题。

将广义笛卡尔位置表示为 (n, o, a, p)：在我们的背景下，必须在基座坐标中指定末

端执行器框架原点的位置及其姿态。使用 3 向量 p(t) = [px py pz]
T 在基座坐标 (x, y, z)

中指定末端执行器框架的原点很容易。然而，指定姿态却不那么容易。这是因为需要多

于三个独立变量才能在相对于另一个框架唯一地指定一个框架的姿态。

应该提到的是，欧拉角和滚转-俯仰-偏航等约定只涉及三个变量。然而，它们不能
用于唯一地指定一个框架相对于另一个框架的绝对姿态，而只能用于姿态的相对变化。

在我们的工作中，我们通过使用 (n, o, a, p) 方法（见 A.2 节）在基座坐标中指定末
端执行器的笛卡尔位置 y(t)。在那里，我们将广义笛卡尔位置定义为：

y(t) ≡ T (t) (A.3.13)

其中 T (t)是臂 T 矩阵，(n, o, a)是描述末端执行器姿态所需的向量，p = [px py pz]
T

是指定末端执行器框架原点的笛卡尔描述位置部分。

A.3.4 计算臂雅可比

最后，我们可以展示如何给定关节变量 qi 计算臂雅可比。程序如下：

给定 qi，计算 A.2 节中定义的矩阵 Ti：

Ti = A1A2 · · ·Ai =

[
Ri pi

0 1

]
(A.3.29)

其对应的旋转矩阵将记为：

Ri =
[
xi yi zi

]
(A.3.30)

https://frankjie09.github.io/Robot-Manipulator-Control-CN/figures/Jacobian_Singularities.html
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定义 T0 = I，R0 = I，以及臂 T 矩阵：

T = Tn =

[
R p

0 1

]
(A.3.31)

向量 zi 表示基座坐标中框架 i 的 z 轴。向量 p 表示基座坐标中连杆框架 n（末端

执行器框架）原点的位置。雅可比使用向量 p 和 zi 如下计算。

广义笛卡尔速度是 ẏ = [vT ωT ]T。因此，我们可以将雅可比矩阵分成线性部分和定

向部分，写成：

J(q) =

[
Jp(q)

Jo(q)

]
(A.3.32)

其中 Jp(q) 是 J(q) 的前三行，Jo(q) 是其最后三行。

首先，考虑线性位置雅可比 Jp(q) 的计算。鉴于广义笛卡尔位置 y 的线性部分只是

p，我们可以写成：

v = ṗ =
∂p

∂q
q̇ = Jp(q)q̇ (A.3.33)

因此，Jp(q) 由下式给出：

Jp(q) =
∂p

∂q
=
[

∂p
∂q1

· · · ∂p
∂qn

]
(A.3.34)

现在转向雅可比的定向部分 Jo(q)。正如线速度一样，只要在同一坐标框架中表示，

就可以添加角速度。让我们将臂中连杆的单个角速度相加，以获得末端执行器的角速度。

移动关节对末端执行器的角速度没有贡献。

对于旋转关节，关节旋转 qi = θi 发生在关节轴 zi−1 周围（见 A.2 节，特别是图
A.2.1）。因此，关节变量 i 的角速度由 ωi = zi−1q̇i 给出。要添加所有连杆的效果，有必

要将 zi−1 表示在公共框架中；我们选择基座坐标。然而，Ri−1 的最后一列正是基座坐

标中的 zi−1。因此，我们可以写成：

Jo =
[
z0σ1 z1σ2 · · · zn−1σn

]
(A.3.35)

其中 z0 = [0 0 1]T，选择参数 σi 如果 qi 是移动关节则为 0，如果是旋转关节则为 1。
因此：

σi =

0, 如果关节i是移动关节

1, 如果关节i是旋转关节
(A.3.36)

完整的雅可比现在通过将 Jp(q) 堆叠在 Jo(q) 上给出。现在应该清楚，臂雅可比必

须通过对关节向量 q 使用大量计算来找到。因此，每当在机器人臂控制方案中需要雅可

比时，应该使用计算机子程序计算。

重新做示例 A.3.1 和 A.3.2 以确定完整的雅可比，包括角部分，是一个很好的练习
（见习题）。
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控制器仿真软件

附录 B

控制器仿真软件

理解控制系统设计和性能的直观感受的一种极好方法是进行计算机仿真。从概念上

讲，从仿真到实际实现只是短短的一步，因为当今数字信号处理器上使用的子程序与仿

真中使用的子程序非常相似。本附录包含本书中用于机器人控制器仿真的软件。

有一些优秀的软件包可用于系统设计和仿真，我们应该了解并使用它们。例如MAT-
LAB、MATRIXX、Program CC、SIMNON 等。然而，在学习阶段使用自己的软件是
非常有益的，特别是当涉及到数字控制时，有时不清楚这些软件包中具体发生了什么。

对于连续系统的时间响应仿真，Runge-Kutta 积分器工作得很好。在图 B.1.1 中展
示了程序 TRESP，它使用四阶 Runge-Kutta 子程序实现第 3.3 节讨论的仿真过程。它
以状态变量形式积分线性或非线性系统：

ẋ = f(x, u, t) (B.1)

在第 2.4 节中，我们展示了如何将机器人动力学转换为这种形式。注意，MATLAB
的函数 ode23 和 ode45 是自适应步长的 Runge-Kutta 积分器，它们需要相同形式的动
力学方程。

TRESP 需要一个子程序 F(time, x, xp)，它从当前状态 x(t) 和控制输入 u(t) 计算

ẋ（记为 xp，或”x prime”）。控制 u(t) 和任何形式的输出

y = h(x, u, t) (B.2)

被放入 COMMON 存储区（例如，u(t) 可以在 F(time, x, xp) 外部计算，而 y(t) 在

TRESP 中需要用于绘图）。在本书各章节的示例中给出了使用 TRESP 的示例。

299
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COMMON 中的参数数组 PAR( ) 使得使用不同参数值（如 PD 增益）进行连续运
行变得容易。如果需要，可以向连续动力学注入时间延迟（例如使用环形缓冲区）。

重要的是要认识到以下几点。为了将 x(kTR) 更新到 x((k+1)TR)，Runge-Kutta积
分器在每个 Runge-Kutta 积分周期 TR 内调用子程序 F(time, x, xp) 四次。在这四次调
用期间，控制输入应保持恒定值 u(kTR)。使用子程序 SYSINP 计算 u(kTR) 可以实现这

一点。

对于数字控制仿真，TRESP 需要子程序 DIG(IK, T, x)，它包含离散控制器方程；
它在每个采样周期 T 中调用一次。时间 TR 应选择为 T 的整数除数。每个采样周期内

通常需要 5 到 10 个 Runge-Kutta 周期。
该程序还允许数字滤波（例如，用于从关节位置编码器测量重建速度估计）。注意，

对于数字控制目的，在调用 Runge-Kutta 程序之前调用子程序 DIG，而对于数字滤波，
在调用 Runge-Kutta 之后调用 DIG。
对于某些系统，图中的 Runge-Kutta积分器可能无法工作；此时可以使用自适应步

长的 Runge-Kutta 程序（例如 Runge-Kutta-Fehlberg）[Press et al. 1986]。（注：此处给
出的程序适用于本书中的所有示例。）
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附录 C

常见机器人机械臂的动力学

在本附录中，我们给出一些常见机器人机械臂的动力学。假设机器人动力学由下式

给出：

M(q)q̈ +N(q, q̇) = τ (C.1.1)

其中矩阵 M(q) 是对称且正定的，其元素为 mij(q)，即

M(q) = [mij(q)], i, j = 1, . . . , n (C.1)

而 N(q, q̇) 是一个 n× 1 向量，其元素为 ni，即

N(q, q̇) = [ni], i = 1, . . . , n (C.2)

特别要注意，在 ni 的表达式中通过重力常数 g = 9.8 米/秒 2 来识别重力项。我们

还将采用以下符号表示：

• 连杆 i 的长度为 Li，单位为米

• 连杆 i 的质量为 mi，单位为千克

• 连杆 i 关于轴 u 的质量惯性矩为 Iuui，单位为 kg-m2

• Si = sin qi，Ci = cos qi

• Sij = sin(qi + qj)，Cij = cos(qi + qj)
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• Sijk = sin(qi + qj + qk)，Cijk = cos(qi + qj + qk)

• SSi = sin2 qi，CCi = cos2 qi，CSi = cos qi sin qi

• SSij = sin2(qi + qj)

C.1 SCARA 机械臂

我们考虑的第一个机器人是通用 SCARA 构型机器人，如图 C.1.1 所示。这些方程
适用于 AdeptOne 和 AdeptTwo 机器人。动力学包括前四个自由度，以符号形式给出如
下：

m11 = m1L
2
1 + Izz1 +m2(L

2
1 + L2

2 + 2L1L2C2) + Izz2 +m3(L
2
1 + L2

2 + 2L1L2C2) (C.3)

m12 = m2(L
2
2 + L1L2C2) + Izz2 +m3(L

2
2 + L1L2C2) (C.4)

m13 = 0 (C.5)

m14 = 0 (C.6)

m22 = m2L
2
2 + Izz2 +m3L

2
2 (C.7)

m23 = 0 (C.8)

m24 = 0 (C.9)

m33 = m3 (C.10)

m34 = 0 (C.11)

m44 = Izz4 (C.12)

n1 = −m2L1L2S2(2q̇1q̇2 + q̇22)−m3L1L2S2(2q̇1q̇2 + q̇22) (C.13)

n2 = m2L1L2S2q̇
2
1 +m3L1L2S2q̇

2
1 (C.14)

n3 = −m3g (C.15)

n4 = 0 (C.16)

图 C.1.1：SCARA 机械臂

图 C.1: SCARA 机械臂示意图

C.2 Stanford 机械臂

如图 C.2.1 所示的 Stanford 机械臂具有以下动力学方程 [Bejczy 1974], [Paul 1981]：
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m11 = Ixx2S
2
2 + Iyy2C

2
2 +m2d

2
2C

2
2 +m3q

2
3S

2
2 + Ixx3S

2
2 + Iyy3C

2
2 (C.17)

m12 = −m3q3C2 (C.18)

m13 = −m3d2S2 (C.19)

m22 = m3q
2
3 + Izz2 + Izz3 (C.20)

m23 = 0 (C.21)

m33 = m3 (C.22)

n1 = (Iyy2 − Ixx2 +m3q
2
3 + Iyy3 − Ixx3)CS2q̇1q̇2 +m3q

2
3S2C2q̇1q̇3 (C.23)

+ (Iyy3 − Ixx3 +m3q
2
3)CS2q̇1q̇2 (C.24)

n2 = −(Iyy2 − Ixx2 +m3q
2
3 + Iyy3 − Ixx3)CS2q̇

2
1/2−m3q

2
3S2C2q̇

2
1/2 (C.25)

+m3q3S2q̇2q̇3 −m3q3C
2
2 q̇

2
1 −m3q3q̇

2
2/2 +m3gC2 (C.26)

n3 = −m3q3S
2
2 q̇

2
1 −m3d2C2q̇

2
2 +m3q3q̇

2
2 −m3gS2 (C.27)

图 C.2.1：Stanford 机械臂

图 C.2: Stanford 机械臂示意图

C.3 PUMA 560 机械臂

PUMA 560 如图 C.3.1 所示。对于这种特定的结构，可以进行许多简化以获得以下
动力学方程，这些方程出现在 [Armstrong et al. 1986] 中。

m11 = Ixx1 + Ixx2S
2
2 + Iyy2C

2
2 +m2d

2
2C

2
2 +m3(L2S2 + d3C2)

2 (C.28)

+ Ixx3S
2
23 + Iyy3C

2
23 +m3d

2
3S

2
23 +m4(L2S2 + L3S23)

2 (C.29)

m12 = m3d2d3S3 +m4d2L3S3 (C.30)

m13 = −m3d
2
3 −m3L2d3C3 −m4L2L3C3 − Izz3 (C.31)

m22 = m2d
2
2 +m3d

2
3 +m3L

2
2 +m4L

2
2 +m4L

2
3 + 2m3L2d3C3 + 2m4L2L3C3 + Izz2 + Izz3

(C.32)

m23 = m3d
2
3 +m4L

2
3 +m3L2d3C3 +m4L2L3C3 + Izz3 (C.33)

m33 = m3d
2
3 +m4L

2
3 + Izz3 (C.34)
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n1 = [(Iyy2 − Ixx2)C2S2 +m2d
2
2C2S2 +m3(L2S2 + d3C2)(L2C2 − d3S2) (C.35)

+ (Iyy3 − Ixx3)C23S23 +m3d
2
3C23S23 +m4(L2S2 + L3S23)(L2C2 + L3C23)](2q̇1q̇2)

(C.36)

+ [(Iyy3 − Ixx3)C23S23 +m3d
2
3C23S23 −m3(L2S2 + d3C2)d3S23 (C.37)

+m4(L2S2 + L3S23)L3C23](2q̇1q̇3) (C.38)

n2 = [(Ixx2 − Iyy2)C2S2 −m2d
2
2C2S2 −m3(L2S2 + d3C2)(L2C2 − d3S2) (C.39)

+ (Ixx3 − Iyy3)C23S23 −m3d
2
3C23S23 −m4(L2S2 + L3S23)(L2C2 + L3C23)]q̇

2
1 (C.40)

+ [−m3L2d3S3 −m4L2L3S3](2q̇2q̇3 + q̇23) (C.41)

+ [m3d3C23 +m4L3C23]g (C.42)

n3 = [(Ixx3 − Iyy3)C23S23 −m3d
2
3C23S23 +m3(L2S2 + d3C2)d3S23 (C.43)

−m4(L2S2 + L3S23)L3C23]q̇
2
1 (C.44)

+ [m3L2d3S3 +m4L2L3S3]q̇
2
2 (C.45)

+ [m3d3S23 +m4L3S23]g (C.46)

图 C.3.1：PUMA 560 机械臂

图 C.3: PUMA 560 机械臂示意图
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